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AVERTISSEMENT.

Nous donnons ci-aprés la seconde et derniére partie du recueil des Oruvres
complétes de Stielljes. La publication du présent tome s’est trouvée, a notre
grand regret, retardée par diverses difficultés exceptionnelles, nées des événe-
ments actuels. Certaines piéces contenues dans ce volume, nous paraissent
appeler les observations suivantes.

Dans les papiers laissés par Stieltjes, nous avons trouvé trois mémoires
N¢ 82—84, dont l'intérét nous a semblé suffisant pour justifier leur insertion
dans ce recueil. Le premier de ces mémoires n’étant pas entierement achevé,
nous nous sommes permis de le compléter par I’adjonction du dernier para-
graphe (9). Diverses Notes terminent le volume. Celles que nous appelons
,Notes de l'auteur” ont été trouvées, écrites.-de sa propre main, en marge
de certaines de ses mémoires imprimés, tandis que les Notes (C) sont celles
que M. Cosserat a ajoutées A sa Notice sur les travaux scientifiques de
T. J. Stieltjes.

Comme cet oeuvre touchait A son terme, nous avons eu a déplorer la perte
de M. E. F. van de Sande Bakhuyzen qui formait avec nous la Commission
chargée de la présente publication. La collaboration du défunt nous avait €té
d’autant plus précieux qu'il fut jadis I'ami intime de Stieltjes. Il était aussi
le notre, et c’est a ce titre que nous avons pu appécier les hautes et rares
qualités de notre collégue, et que nous tenons 2 rendre 4 sa mémoire ’hom-
mage de nos profonds regrets.

W. KAPTEYN. .
J. C. KLUYVER.

458423



[T BT LR IR P |

1




XLVIIL

XLIX.

L.

ETe

IETE
LIII.
LIV.

EVE
LVL

LVIL
LVIII.
LIX.

LX.
LXI.

LXH

LXIII.

LXIV.

{RO—

TABLE DES MATIERES.

Sur le nombre des péles 2 la surface d’un corps magnétique.
(Note, présentée par M. Hermite) . gl B S g o
Recherches sur quelques séries semi-convergentes. (Thése
de doctorat).

Note sur un développement de Pintégrale / X dx .

0
Sur les séries qui procédent suivant les puissances d’une
variable. (Note, présentée par M. Hermite)
Sur les racines de ’équation X, =0 . . .
Exemple d’une fonction qui n’existe qu’a l’mteneur d’un
cercle . E 5 o ¢
Note sur la multlpllcatlon de deux séries

Table des valeurs des sommes S; = 2 n—Fk,

Sur les maxima et minima d’une fonction étendue sur une
surface fermée . 50 oloo o g

Sur une généralisation de la formule des accroissements finis.
Sur une généralisation de la formule des accroissements finis.

b
Note sur lintégrale / [@)G(x)dx

a
Sur I’équation d’Euler .
Sur Péquation d’Euler . L =l 3
Sur la réduction de la dlﬁ'erentlelle elllpthue a la forme
normale. (Note, présentée per M. Darboux)
Sur la transformation linéaire de la différentielle ellip-
dx
e U
Sur le développement de P'expression
2R r[cosucosu’ cos(x—zx')-sinusinu’cos(y —y')]4r2}—?

tique

Page.

59
69
73

89
95

100

104
105
110

124

133
139

141

143

169



13

LXV.
LXVI.

LXVIIL
LXVIIL
LXIX.
LXX.
LXXL
LXXII.

LXXIIL
LXXIV.

LXXV.

LXXVIL

LXXVII

LXXVIIL
LXXIX.

LXXX.

LXXXI.
LXXXII.

LXXXIII.

LXKV,

TABLE DES MATIERES.

Sur les dérivées de séc x. (Note, présentée par M. Hermite)
Sur un développement en fraction continue. (Note, présentée
par M. Hermite) . c : _ c .
Sur la réduction en fraction continue d’une série procédant
suivant les puissances descendantes d’une variable

Extrait d’une lettre adressée 2 M. Hermite .

Sur un passage de la théorie analytique de la chaleur .
Sur le développement de log T'(a) . o
Sur la fonction exponentielle. (Extrait d’'une Lettre adressée
a M. Hermite) . - Sl I 8 4.
Sur la valeur asymptotique des polynémes de Lecendre
(Note, présentée par M. Hermite) .

Sur les polynomes de Legendre . . Nk
Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espéce.

r 0
Note sur l'intégrale / Cmat e

o

0

Sur la théorie des nombres . TR

Sur quelques intégrales définies et leur developpement en
fractions continues

Note sur quelques fractions continues . . whiy A
Sur une application des fractions continues. (Note, présentée
par M. Picard) . : oo otdl o T
Recherches sur les fractions continues. (Mémoire, présenté
par M. Hermite.) (Extrait par I’au‘eur.)

Recherches sur les fractions continues T oS
Sur la loi de réciprocité de Legendre. (Article redigé
d’aprés un manuscrit inédit.) .

Etude sur Pintégrale /’a:c"—l e* dx. (Article rédigé d’apres
i : .

un manuscrit inédit) . .

Sur certaines inégalités dues a M P Tchebychef (Artlcle

rédigé d’aprés un manuscrit inédit)

Notes .

Errata.

= utend I sais

Page.
180

182

184
201
205
211

231
234
236
253
263

265

378
g9

395

398
402

567

574

586

594
604



XLVIII.

(Paris, C-R. Acad. Sci., 102, 1886, 805.)

Sur le nombre des ﬁéles a la surface d’un corps magnétique.

(Note, présentée par M. Hermite.)

La remarque, due a Gauss, que I'existence de deux poles Nord 2 la
surface de la Terre entrainerait nécessairement celle d’un péle neutre,
a été généralisée par M. Betti (Teorica delle forze Newtoniane). En
considérant un corps magnétique limité par une seule surface fermée
simplement connexe, il démontre que le nombre total des poles est pair.

La méthode la plus simple pour traiter cette question a été donnée
par M. Reech dans un article inséré dans le Cahier XXX VII du Journal
de’Ecole Polytechnique. L’auteur y considére spécialement les maxima
et minima de la fonction V2% 4 42 J- 2% A la surface d’un corps, mais le
raisonnement est général et, en I'appliquant au cas d'un corps magné-
tique, le résultat de M. Reech consiste en ce que le nombre total des
poles neutres est surpassé de deux unités par le nombre total des autres
poles. Ce résultat comprend en particulier la proposition de M. Betti.

En modifiant légerement le raisonnement de M. Reech, on peut
aussi traiter par cette méthode le cas od la surface fermée qui limite
le corps est 2k 4 1 fois connexe. On trouve alors que généralement
le nombre des poles neutres diminué du nombre des autres poles est
égal 3 2k — 2. Comme il y a toujours au moins un pbdle boréal et un

pole austral, il s’ensuit que le nombre des poles neutres est au moins
égala 2k

IT 1



4 RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES,

une valeur finie quelconque, il est évident qu’en cherchant dans le cas
actuel une valeur approchée de Ry, il est impossible d'arriver & un
résultat aussi simple que celui auquel on est arrivé pour beaucoup de
séries de premidre espece ol le reste Ra est inférieur en valeur absolue
A T,. On voit en effet que, dans le cas actuel, R, pourra surpasser en
valeur absolue un nombre quelconque de fois T, Ainsi une expression
approchée du reste, qui ne ferait pas connaitre d’avance le signe de
cette quantité, donnera toujours des limites trop étendues et qui ne
permettent point de tirer tout le parti possible de la série.

Ces considérations indiquent déja une autre manidre d’envisager la
question, et, dans le cas des séries de seconde espéce, nous considérons
que le vrai probleéme 2 résoudre est la détermination du rang du reste
R, qui, pour la premitre fois, a changé de signe. Il est évident en
effet que R, varie toujours dans le méme sens, en sorte que I'équation
R, =0 admet une seule racine. Soit n le premier nombre entier supé-
rieur 3 cette racine : alors il est clair qu’on obtient pour la valeur exacte
cherchée deux limites dont la différence est T,. 1l serait donc a désirer
que ce changement de signe de R» efit lieu dans le voisinage du plus
petit terme, et, dans tous les cas que nous avons étudiés, nous avons
toujours vu se présenter cette circonstance favorable.

Lorsqu’on réussit 3 résoudre I'équation transcendante

R.=0,

dans laquelle on considére n comme une variable continue, avec une
approximation telle, que I'erreur de la valeur obtenue N soit seulement
une petite fraction, on peut aller plus loin et obtenir une valeur appro-
chée dont I'erreur sera seulement une fraction assez faible de T,. Soient
en effet

N=n+1, 0s1<1,

alors cette valeur approchée sera

T1+T2+.-.+Tn+lT”+1o

Surtout lorsque n est grand, on peut compter d’obtenir, en procé-
dant ainsi, une réduction notable de ’erreur. On s’en rend compte
aisément en observant que la ligne dont 1'équation serait y =R, doit
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présenter un point d’inflexion dans le voisinage de n =N, parce qu’on se
trouve en méme temps dans le voisinage du minimum de Ty=R, _;—R,.

La solution approchée de I'équation Rn,=0 se présente toujours
sous la forme

a a
EBY s izl Bohp et 72:aa—|—ao+—al~—|——a§~+...;
mais souvent il est plus commode de considérer @ comme inconnue, et
de calculer d’abord les coefficients g, g,, ... du développement

e el ve s, - . a:ﬂn+ﬂo+%+ﬁ2+....

n2

On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries
(B) et (C) présentent le méme caractére que la série (A); nous calcu-
lons quelques-uns des premiers coefficients: ces coefficients ne suivent
aucune loi simple et leur calcul devient bient6t trés pénible. Il parait
donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A) au pro-
bléme beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais évidem-
ment on ne demande qu’avec une approximation assez faible la racine
de R,=0, et, comme l'exactitude de la formule (B) croit nécessaire-
ment lorsque n augmente, il suffit de se rendre compte par un calcul
numérique de I'approximation de ces formules (B) et (C), en attribuant
A @ ou & n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour lesquelles
on se servira de la série semi-convergente donnée. L’approximation
obtenue est toujours largement suffisante.

Comme nous l'avons dit, nous considérons la solution approchée
de R, =0 comme le probléme principal A résoudre dans le cas d’une
série de seconde espéce. Nous obtenons cette solution en considérant
en particulier le reste R, d’un terme T, dans le voisinage du plus petit
terme, et en développant R, lui-méme en série semi-convergente sui-
vant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas ol I'on aurait
besoin d'une exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce
développement pour calculer avec une grande exactitude la valeur
de R,.

Mais, dans la plupart des cas, on n’aura pas 2 continuer la série
jusqu’au point ol R, change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap-
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proximation beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir
quelle est & peu pres I'erreur en s’arrétant a un terme quelconque.

Trés souvent les termes que I'on calcule diminuent si rapidement,
que l'on peut négliger le reste; au besoin on calculerait avec une op-
proximation plus grande qu’on n'en a besoin. Et dans le cas ob Pon
serait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent
plus rapidement, alors la connaissance exacte du terme ot il faut ar-
réter le développement permettra facilement d’évaluer approximative-
ment les termes négligés.

Dans le cas des séries de premiére espece, on a ordinairement cherché
A déterminer le plus petit terme: mais on peut aussi envisager (comme
on I'a déja fait) la question d’une maniere un peu différente et rétablir
ainsi, jusqu'a un certain point, I'analogie avec les séries de seconde

espece.
Soit
'1‘1—T2+~ -__‘_T”T_R’l
une telle série, T,, Ty, ..., Tn, Ry étant positifs Remarquons d’abord

que la circonstance que R, est positif entraine déja nécessairement que
Ry est inférieur 3 Tx et Tn41; car la relation

Rn—l +Rn=Tn

montre que R, _; et Rn sont inférieurs & T,.

Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro-
poser de trouver le minimum de R,, en sorte qu'on est conduit a con-
sidérer I'équation transcendante

d Rn
dn

:O,

qu’on pourra remplacer aussi avec approximation par R, 1 = Rn.
La valeur de n qu’on en tire differe trés peu du rang du plus petit
terme, circonstance qui permet d’expliquer la remarque suivante

qu’on a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine

dR
de >dnn’ =0 tombe entre n — 1 et n. Alors on aura, d’une maniére

approchée, R,_; =Ry, et 'erreur sera seulement une fraction faible
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de R,. On en conclut qu'on a aussi A peu preés R, =} T,, en sorte que
I'erreur de 'expression

Tl_"T2+--~iT1l—l‘T_%Tn

sera seulement une petite fraction de T, qui est d’autant plus faible
que n est plus grand. Ajoutons qu’on peut aussi, dans le cas actuel,
développer R, en série semi-convergente, suivant les puissances des-
cendantes de n; le premier terme de ce développement montre alors
qu'on a
limRy,: Th =4

pour n=o.

Voici maintenant les séries dont nous avons fait I’étude. Nous avons
peu insisté sur les séries de premiere espece. Le logarithme intégral nous
a fourni le premier exemple d’une série de seconde espece. Nous con-

. . ® ginau (® U COS QU .
sidérons ensuite les transcendantes — g au, SEr-tosdinh, qut
14 u 14w

donnent aussi des séries de seconde espece. On a choisi ces intégrales,
parce que le résultat auquel on est conduit nous est utile encore dans
la suite.

Nous arrivons maintenant a2 un exemple tiré de la théorie de la fonc-
tion I'. Apres avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des
nombreuses recherches auxquelles a donné lieu ’étude de la série qui
sert a calculer log I' (@), nous considérons une autre série, n’ayant rien
a ajouter A un sujet qui est si bien exposé dans la premiere partie du
travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La considération
de log I'(ai) conduit a2 une série de seconde espece, composée des
mémes termes que la série de Stirling dont nous faisons I'étude. Le
résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de la

maniere dont se comporte la fonction holomorphe , lorsquela va-

Ay
(2
riable z décrit I'axe des .

Nous abordons ensuite I’étude des intégrales de I'équation différen-
tielle

d?z 1 dz
7 P ot

qui se présente dans plusieurs questions de physique mathématique.



8 RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

L’une des intégrales

2 " 6
w1~ 5+ g

est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-con-
vergente pour calculer J (@) dans le cas ol @ est trés grand. Cette série
a été l'objet d’un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardt, t. 56),
qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons
I'analyse de M. Lipschitz: une modification l1égére nous permet de pré-
ciser encore le résultat auquel était arrivé le savant géometre allemand.
Nous obtenons en méme temps une série semi-convergente analogue,
qui permet de calculer une seconde intégrale de I'équation différen-
tielle. Toutes ces séries sont de premiére espece.

Nous considérons ensuite les deux intégrales de I'équation différen-
tielle dans le cas ot I'argument est de la forme ai. On est conduit ainsi
a deux séries semi-convergentes données par Riemann, qui avait ren-
contré ces fonctions dans une question de physique mathématique (Zur
Theorie der Nobili’schen Farbenringen, Oeuvres, p. 54, 1855).

L’une de ces séries est de premidre espece, et sa discussion n’offre
pas de grandes difficultés; mais la fonction J (ai) donne cette série de
seconde espece '

; 1 I 12.8%...2n—3)7

T = 6V7a 1+ Pt T e R R

Dans ce cas, la résolution approchée de I'équation R, =0 présente
des difficultés que nous n’avons pu surmonter que par une analyse
assez délicate.

Enfin nous étudions un cas intéressant, donné par M. Schlomilch

en 1861; il s’agit d’une série de seconde espéce qui peut servir au calcul
de la fonction

2l il
Py =="3 Nl | .
1 ga—1

et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de I'équation
transcendante R, =0,
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ETUDE DU LOGARITHME INTEGRAL.

1. Le logarithme intégral fournit un exemple trés simple d'une
serie de seconde espece que nous allons discuter avec soin.
Nous partons de la définition

¢ du
log u’
0

W)=

mais, dans le cas @ > 1 que nous avons en vue, cette définition a be-
soin d’étre précisée de la maniére suivante

H(a’):%i:n;({l logu+'/ logu)

En remplacant argument a par e¢ et en posant ensuite y=—g1—",
il vient

I Ji(ea):ea([ _”_“d +/ 1—“ dv)
0

14-¢

Nous désignons ici, comme toujours dans la suite, par ¢ une quan-
tité positive et infiniment petite.
En employant maintenant I'identité

1_15=1+v+w-2+ A S

on a évidemment

1—¢ s © —a _ D
f vke ”dv+f vke "dv._—ak-_F1 .
0 14+ ¢
et il vient
3 A (n—1)
@ . dey=elitp+ gt IR0 ]
1l—¢ pfeg—av 1/”8_“”
= [T ot [

146
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Comme on voit, R, est ce que Cauchy a appelé la valeur principale

de f‘”v_l”e:—_; dv, et nous retrouverons dans la suite constamment
cettg forme du terme complémentaire des séries de seconde espece.
Cette forme méme de R, montre bien que Ry va toujours en diminuant
lorsque n augmente. .

Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de
I'équation R, =0. Pour cela nous posons a =mn + 9,

@ . . R,.:/l_s(’ie_:v’ e-rrav [ e AL

0 14-¢
et nous développons maintenant R, en série semi-convergente suivant
les puissances descendantes de n. Comme on suppose que 7 a une va-
leur finie, la supposition @ == + n indique évidemment que nous
considérons le reste d'un terme T, dans le voisinage du plus petit
terme.

Nous aurons 2 appliquer maintenant les méthodes données par
Laplace dans la Théorie analytique des probabilités pour ’évaluation
d’intégrales qui renferment des fonctions élevées a une tres haute puis-
sance.

2. Comme il s'agit simplement d'un développement suivant les puis-
sances descendantes de n, nous pouvons négliger des quantités qui,
par rapport & celles que I'on conserve, décroissent plus rapidement
qu'aucune puissance négative de n. C'est pour cette raison que nous
pouvons considérer, au lieu de R,, I'expression

1—~¢ (ve—v) e 14k (b e—‘!)) _”v
e dv+ [ G e d,

1—h - 14¢
I et k étant des quantités positives finies, d’ailleurs arbitraires; car
nous verrons bientdt que les parties négligées ainsi
1-h —v)n ®© —n)\n

ve e

¢ ) e=""dv, WD mnvgy

1—v il i

0 14k

ne jouent aucun rdle dans le développement que nous avons en vue.

~™a
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Considérons maintenant V'intégrale

1—¢ (pe—”) nv
/ iy -e~"1"d .

1=
La fonction ve—? devient maximum pour v =1, et nous posons
I = 1 —v=¢,
l—t)et=e—*.

Pour des valeurs suffisamment petites de 2, on peut développer ¢
suivant les puissances croissantes de z

t=aqz+a,2? +-a;2° +

et le premier terme est évidemment V2z On pourrait exprimer
ay, a3, ... d’'une maniere indépendante a I'aide de la série de Lagrange;
mais, comme il s’agit ici simplement de calculer quelques uns des pre-
miers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable.

dt . . . .
On trouve ¢ dz =221 —19), et, différentiant » fois, puis posant

2=10, 1=0, il vient

nayon+Mm—1)agon_14+®m—2)agan 24...+lana,=—2a, 1
(n=2).

En partant de o, =V'2, on en déduit a,, as, ... et
t= 1—v=Vaz—§a2+ L V2s®+ 1} 2*
—dv=012—42+ 3} V2224 ;§5 2% du,
— = —§VBs— Bt gy VI —...) 82
En observant encore que
e~ =e" et =114 4V 2a4+(— )2t P —§ i fgmV 223 +...]

il vient

& ~L
(4)f (be T gy —g—a / e*”x’[1+A1x+A2x2+A3x3+...]d?x,
2 dal/}
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Ay, Ay, Ag, ..., étant des polyndmes en 5. La limite supérieure L de
Pintégrale au second membre dépend de la valeur de la quantité po-
sitive h. Nous choisissons maintenant % de maniére que la série
14+ A, x4 A,22 ... reste convergente dans tout l'intervalle d'inté-
gration, De cette maniere, & a une valeur positive finie tout 2 fait in-
dépendante de n. En y regardant de plus prés, on voit méme que A est
une simple constante numérique, indépendante de # aussi; car le rayon
de convergence de la série ¢7'=14 5V 2z 4 ... ne dépend pas de 1.

. . 1+-Efpdg it , :
3. En traitant lmtégrale[ 1, ¢ ""dv d'une manitre ana-
1+4¢
logue, nous posons
L ai e v—1=t,
1 g™ ="¢="1

et nous obtenons d’abord

t=aqz—a, 2> Faz®—...,
a,, @y, @3, - .. ayant les mémes valeurs que précédemment. En achevant
le calcul comme tout A I'heure, il vient

1—v _
1+¢ SVQ
Ay, Ay, ... ayant la méme signification que dans la formule (4). La
quantité & peut etre choisie de maniere que dans le second membre la
limite supérieure de l'intégration est de nouveau L.
En réunissant les deux intégrales (4) et (5), on voit se détruire les
parties qui deviennent infinies pour e = 0. Apre&s cela, on peut prendre

1+k —vnyn L
5)/ (ve } qv:_e—af e—-nz’[l__Alx+A2x2_A3x3+'“]d?x’

e=0, et il vient

1—¢ (’06—”)” 14+% (ve—v)n
nv - —-nv
f ¥ (v dv + f Tt Y dov
1—h 1+4¢

( :26—“fLe“""’[Al—i-Agxz-{-Asx‘—l—...]dx.

0

(6)

®©
. Vi . .
On sait que l'intégrale f e~ "k dx converge vers z€ro pour n=0o
L
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plus rapidement qu’aucune puissance négative de x. La valeur appro-
chée du second membre est donc

2e““f e A, da=—A, ¢~ ¢ ]/:

0
1\ _ 1/2=
(77—_5)3 aVTf

Il est facile de voir maintenant que les parties que nous avons négli-

ou

gées,

/l—h (fe_“—v)ne‘"" av et fw i?1)6—”)"‘9—’7" dv,
—_— AU
14k

n’ont, en effet, aucune influence sur le développement de R, suivant
les puissances descendantes de n. En effet, dans la premiére intégrale,
la plus grande valeur de ve -7 est égale 3 ®e—1, O étant une fraction
positive, inférieure A 'unité. On en conclut
1=k (pe—v)ym n 1 n 1
f —(———)—e—’“’dv<%e—"j e— 10— gy — -(Z—e—“f et du,

1—v
0 h R

et la fraction 6" décroit plus rapidement qu’aucune puissance négative
de n. Quant 3 la deuxi®me intégrale, en posant v =1 + u, on voit
qu’elle est inférieure en valeur absolue 2

e—'a

k

0
f QL4 ure—nue=-1%qduy,.
%
Soit r la quantité positive supérieure a 'unité, qui satisfait 2 la re-

lation
k
14+ k=cer,

alors on a évidemment

u
14+u<er pour u>k
et, par conséquent,
1

= @ 2] -_a «© p . e |-
S [T ahure et auc 7 [T b1,
Jk »
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Le facteur qui multiplie e~ décroit encore plus rapidement que
toute puissance négative de =, et, ainsi, I'équation (6) fournit le déve-
loppement cherché

S VK. 1 1 1.8 1
Rame |7 (Mbg g Fgighomt )
ou

1

—_—p—a 2—.7t _1 _1_3 _}_2 __1__. ,_1___
Bt _n—[ _3+<6’7—2’7+12”+540) n

(7) i
15 5 ,,2 5 1 ,, 1 25\ 1
+ (40’7 —og t7e g T g +6048) " i

On en conclut que la valeur de 7, qui donne R, =0, est susceptible
d’un développement

— By | B
dont on détermine les coefficients en substituant dans 'expression pré-
cédente et en égalant A zéro les coefficients des diverses puissances de

Nous avons posé a =n 1, et la racine de I'équation R, =0 est

donc égale a

@ . .. ... e=ntptbplig
o=+,
fi=+ s
ﬂ2=—2;—§%;

d’ou 'on déduit encore

1 8 16

S = TSR -_
() n==a— o —i5a T 35515 a2

4. Pour juger de l'approximation avec laquelle nous avons résolu
ainsi I’équation R, =0, nous mettons en regard 'une de l'autre la
valeur approchée donnée par la formule (8) pour n=1, 2 avec la
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valeur exacte de a, calculée A I'aide du développement

. a a? a’
ll(e“)=6+loga—|——i—‘ If+2—‘§-l‘+ﬁ+...

n. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur.
e ¥y g 1,3472 1,3459 0,0013
28 o' I oo 070 o 2,34155 2,34141 0,00014

On voit que I'approximation obtenue est beaucoup plus grande que
cela n’était nécessaire.

En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R,=0,
nous résumons ainsi le résultat obtenu : |

e NS LUE b FE 5
1 8 16
N=6—3—t5s T 5150
Ordre d’approximation............. e—a V%’

Nous avons ajouté comme ordre d’approximation une valeur appro-
chée du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. Clest
donc en méme temps la limite de 'approximation que peut donner la
série semi-convergente, dans le cas ol I'on n’a pas recours au calcul
approché de R,. En multipliant par e¢, on voit qu’on obtient li (¢%)

2
avec une erreur de 'ordre VT-

Soit, par exemple,
¢® = 10000000000,
a = 23,0256851...,
N = 22,692.

On doit donc prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore
le terme suivant multiplié par 1=0,692, d’apres le procédé que nous
avons indiqué dans I’Introduction. On trouve ainsi

1i (10000000000) = 455055614,2227 4 0,5246 2 = 4550556 14,585.

En prenant
n =23, 7 =0,02585 ...,
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on obtiendra une exactitude un peu plus grande en calculant Res par
la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte

1i (10000000000) = 455055614,5866.

Remarquons que I'emploi de la série semi-convergente présente ici
un avantage réel sur 'emploi de la série convergente

Etlogat p o 4ot s

MR TR ¢ s - s

car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé
au plus grand terme et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul
pour obtenir I'approximation donnée par la série semi-convergente.

5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation
I’équation transcendante R, = 0 nous sera encore trés utile dans la
suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel
on peut donner une autre forme trés simple au terme complémen-
taire R,. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode
pour calculer les coefficients du développement

a=ntpo+ Py

On a, en supposant 0 < b < a,

li (%) = li (¢%) + /G‘Z du,

et une intégration par parties donne

i) =eo[ 2 + 1 futpguindonin= Uy g ]

10 . e
—— —=ie
( ) SO T & [ TSPtk ¢+ ) (2 / u—”—_i_—l—du,
e
an €lant une constante qu’il faut encore déterminer. Mais il est évident
que a, n'est autre chose que la valeur de a qui annule R,, et que nous

savons calculer avec une grande approximation par la formule (8)

1 8 184
gy e T e T W
(LD W=n+g3+ 06w " wmepE T
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La relation
Rn -1 = Tn "‘t‘ Rn
revient maintenant a

a pu
_['lt”du -———l—nfun—_*_—ldu,
Ay g Qn
d’oll, pour a =anx,
fa,| eu l ea,,
n n
i n

En posant v =n 4 v, il vient, apres une légere réduction,

% _sdv ¢ . er ’
A AT T

q

en écrivant

p=a. —n=4p +£‘~+ +n3+

(18) . .
_1+ﬂ1 +ﬁ1+ﬂ2+ﬂ1+2ﬂ°+ﬂ3+

g=an-1—n=04

En développant maintenant les deux membres de (12) suivant les
puissances descendantes de x, on obtient d’abord

. _ev___-— 1 -2.} 1 3 ! 4)1 (l ~4_1 3] 1 G)I

(1+£)"—1+ 2’ ’l+< gV gt g~ T " et
n

puis

i
pP—a+ 4 (p —t.r‘) RUEE —l+—3-p ek
En substituant pour p et ¢ leurs valeurs (13), on obtient d’abord,

par identification du coefficient de %dans les deux membres,
YB—(F—101=46 ou B=+14.

; , 1 i .
La comparaison des cocfficients de 5, 5, ... permet ensuite de
n?’ nd

calculer sans ambiguité par des équations linéaires les coefficients g,
11 2
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B, . ... Nous avons retrouvé de cette manitre les valeurs déja données
de g, et B,.

6. La considération de la fonction li (@), pour une valeur de I'ar-
gument inféricure A I'unité, conduit 3 une série de premiére espece.

Ona

0 p—U D He— QY
1i(e—a)—_-_f %—du:—e““/ ETI?
0

a

et 'on obtient, par une intégration par parties ou par le développe-
ment de [,

(14) . lie-9Y=—e—0 i-—--l--i-l‘2—...-_;~1—°2"‘(1’—”¢Rn],

a3 a”
we—“du_fwv"e—“”dv

149

Cette série ne donne lieu & aucune remarque particuliere ; en posant

Rn=l.2.3...ne“/

a

a=mn-+n, on peut développer R, suivant les puissances descendantes
de n, a I'aide des méthodes de Laplace que nous avons déja appliquées
dans le cas de li (¢%); on trouve

o_a1/2m(l (1, 1 1, 1
Rn=e¢ % [2—]"(4’7 In——ﬁ);&—
(15) .

1o Ty 1o d ool 180 0 ]
+(16’7 24’7+12’7+24’7+576>n‘2+“"

Ce développement présente la plus grande analogie avec la formule

27 :
(7); dans les deux cas, ¢~ ¢ V—n— est la valeur asymptotique du terme

Tn; mais ici R, ne s’évanouit pas pour une valeur finie de 7, et le pre-
mier terme } de la série se retrouve généralement dans le cas d'une
série de premiere espeéce.

On déduirait sans peine de cette expression de R, la solution appro-

dR
chée de dn” = 0. Le résultat est

1
a:n"l"é‘?—l—l—... ou HN—a———...
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- g ® gin au °°ucosau
ETUDE DES INTEGRALES du f

1+ T

7. Considérons l'intégrale f%g du. Au lieu d’intégrer le long de

I'axe des X, de O vers A (Fig. 1), on pourra effectuer l'intégration en
suivant le chemin OBCA, en ayant soin d’éviter le point i en le laissant

Fig. 1.
Y
B (o]
+ip
0 AT X

a gauche, ce qu'on pourra faire en décrivant autour de ce point un
demi-cercle dont nous supposons le rayon ¢ infiniment petit. Cette
partie de I'intégrale s’evalue 2

3‘““) du __e—¢ o,
(u-l—z'um-xfu——z e N = g8

Les intégrales le long de BC et CA tendent évidemment vers zéro
lorsque A et B s’¢loignent indéfiniment, en sorte qu’on obtient

O g Ul 1l—e jg—av gy ® —av
/ e*idu __=n _a+/ € e ar [ ie dv

ST Tt ) l— T 1= '
0 0 it
donc
© sinaw du 1—z g—avdy > edvdy
16), e — . — o
L f 1+ w2 [ 1 — 22 +/ Bt
1+4¢

On trouve d'une maniére semblable , ou en prenant la dérivée de (16)
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par rapport 2 a,

ucosau du L—e pe—*¥dv ©pe—4vdy
(17 —/ —f L= f S
1+4¢

En employant dans le second membre de ces formules l'identité

__1___=1+,02_|_ 4op2n-2 2%
1 — 2 1 —2?
il vient
o sinaw , 1 (2n—2)
(18) . j "1+u2d“—a+ i + + a2n—l + Ra,
0
l—¢ p2neg—av ® peng—av
R,,:[ I *dv—[— ——-——62——d1;;
0 14-¢
‘wucosau 1.2.8 2n—1
(19) —j Tfuz © 2+ i P +—‘“;z‘7,—)+Rn,

0

1—e pen+tlg—av ©p2ntlg—av
Ro= [ ek [ e
14-¢

Nous devons maintenant obtenir d’abord le développement du terme
complémentaire suivant les puissances descendantes de n.

8. Pour embrasser en méme temps les deux cas, nous posons

1.._8,bmp—av ,Ume—a'v
f d?/—{—f 1_?2 v,

1+4¢

et a=m -+ .

La méthode 2 suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons
déja développée a l'occasion du logarithme intégral, et il suffira donc
d’indiquer brievement les calculs.

Dans la premiere intégrale

fl—s (—f'g—_—fq;);n—e—n' dv,
0

nous posons

ve~vmme~ 1, 1—o=V2z+4...
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et 'on obtient

[1_8»@_1):—6—’7”dv=5 e—“fe—"”’"(l + Azt A2 4., )—,

J 1—w .

4 Vi

A, A,,... étant des polyndmes en 7.
Dans la seconde intégrale

e o] (v 6-—‘0,?” 3
-e—""dv
/ 1 — 22 ;

14¢
nous posons
,De-.v=6—l—x’, v_1=V§x+...

et I'on obtient

1 —9?
14¢ sl/}

Le développement de S,, se trouve maintenant a I'aide de

s,,.=e—af°° e=ma (A, 4 Az 22+ Agat .. ) da,
0

0 —vym
[ L g—vvdv=_-;—g—afe—mz'(l—A1x+A2x2—...)‘%-

BE. L 3/ # 1 IR 1
Sm—Ee“VﬁG%+§Aﬂﬁ+§§%;ﬁ+~)
ou bien
ER 1 1 1 1 11\ 1
Sm=e—“V——n [n+—+(—n3——772——17— ~>'~+
4 1
W o am 6 T \6 1 6 35) m
1 5 7 431 3,1 0, 13 _§2_3)1
+(40” 87 T8 T a1 288" T 12006 77»2}'

On en conclut S,, = 0 pour =24, + —%——l——?ﬁ?z— ou
1 199 6409
@) . e=m—g tiom 08240 m®

9. Dans le cas de l'intégrale

wg{n‘gudu
[ T e
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la résolution approchée de R,=0 est donc donnée par les développe-

ments
199 6409
e el +6480n 1632960 12’
1 1 199
(23) e e e e e s Tl—’ga+i—2'—6i8~0‘a+....

Pour n=1, on aurait, d’apres (22), la racine de [ %du: =
0

approximativement égale a 1,86012. Pour calculer la valeur exacte,

nous observons qu’on déduit de la formule (16), en remplagant —1—_—1_—03
1 i 1 1
Par g T T 3 T’
/ ?‘:_»“f;d u=>%e—li(e% — Jecli(e—"),

0

en sorte que 'équation A résoudre par approximation est

1 1 a a? a’
— _ —a | - J S,
e 2f (L‘log“ 1+2.2!+3.3!+“‘)
1 a?

a a®
-—2—6 (L+10ga———{—2 9 —3_.—3'!——1‘.).

On trouve a=1,85986 et I’erreur de notre formule approchée dans ce
cas extréme 0,00026.

10. En remplacant, dans la formule (21), m par 2n 41, on trouve
que, dans le cas de I'intégrale

"C U COS AU
j du,

TFu?

0
la résolution approchée de R, =0 est donnée par les formules

199 6409
%) . . a=
) e=2ntg 6 173240 (@n 1) 408240 @ n £ 1)’

) L ek e NN NSRS
(%) "=9%T 127 64800

Ces formules donnent une approximation largement suffisante; en
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prenant n =0 dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approchée
de la racine de I'équation transcendante

U Ccos au f :
/ 1_*_——tu——{,c-"h(e“)—%e“ll(e"‘:O.

La valeur exacte est 0,87964.

DEVELOPPEMENT EN SERIE SEMI-CONVERGENTE DE log I' (ai).

11. Avant d'aborder le développement de log I' (ai), nous croyons
utile de résumer ici le résultat auquel on est arrivé par I'étude du dé-
veloppement de log I'(a), en renvoyant d’ailleurs pour les démonstra-
tions au travail de M. Bourguet.

Le premier travail rigoureux sur ce sujet, qui est dd 2 Cauchy, a son
point de départ dans cette formule 2 laquelle Binet était déja arrivé,
(26) log I'(a)=(a—%)loga—a- }log2x -|—j (e“_{—_l_'zli -|—%7)6 ”

0

du.

Pour obtenir le terme complémentaire sous forme finie, il est plus
avantageux de partir de 'expression

1 /° du ( 1 )
3 ey 1 - = il hARS , _ I,
(27) logI'(a)=(a— })loga—a+ %log2n+ﬂf 14 uglog 1 —p—znau)’
0
et 'on trouve

o e =
7‘:] l+u2 —e—27au
0

o B By B.
(28) . . . _I.Zu_ 4a3T +2n—1 Analn—1

¢2n
—/ 1 4 u? log (l —e—ZMu)du'

M. Bourguet trouve que I'indice du plus petit terme est le premier

q:an

\

. . i 1 g :
nombre entier supérieur 2 na -|— —+ 397q° il donne comme racine

approchée de Ry — Ra—1=0 l’expression
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On conclut de ce qui préceéde que le reste du plus petit terme est,
fort peu pres, égal a la moitié de ce terme. En posant na =n 47, on
peut développer R, suivant les puissances descendantes de n. Comme
nous aurons a exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme
complémentaire d’une série de seconde espece, nous nous bornerons
a donner ici le résultat suivant

YL
(29) il 1 17 1 61 ) 1 AL J

+(4 T T T8+ g0a) w
On peut en déduire encore sans difficulté la résolution apbrochée de

. d
I'équation % =0; nous trouvons

na=mn— ou n:na—|—-~z—»~—~

+ T o6

12. Nous allons nous occuper maintenant du développement de
log I'(a4). Observons d’abord que, d’apres la définition de la fonction
I' adoptée par Gauss, on a

) . eailogn
I'(@i) = Lim -—— » — (n=o0).

m(l+m)(1+-~) (1429

En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes,
on en conclut qu’en posant
B0)) . . . . . . . .. I'(@)=Reb,

on aura

R=1: l/a2 1+a2)(1+ )(1+_§). s

c’est-a-dire
@1 . . . . . . . R= V
gna.._.e na)
et puis
(32) O =Lim alogn$%—arctanga—arctang-g———...—arct;angﬂ)
n

(n=o).
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Il faut prendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif

. . . o0 4o 4
ou négatif, et les arcs doivent étre pris entre les limites + 5+ Dans la

suite nous supposerons toujours que a est positif.
Comme l'on a
logI' (@i) =logR 4 ©1,
on voit que nous aurons a nous occuper seulement du développement
de la partie imaginaire 6. On pourrait, dans cette recherche, partir de
I'expression (32), mais il est beaucoup plus simple, comme nous le
verrons, de se servir de la formule de Binet

1 T\ei = an

IogI‘(a):(a-§)loga—a+1}log2n—|—/w(6u}_l——~<+? au
0

u

18. En établissant cette formule, on a en vue ordinairement seule-
ment les valeurs réelles de a. On voit cependant facilement que rien
n’empéche d’attribuer 2 a une valeur imaginaire quelconque, 2 la con-
dition toutefois que la partie réelle de a soit positive. Les logarithmes
qui entrent dans la formule ont une détermination unique par la con-
dition méme que la variable ne doit jamais franchir I'axe des .

Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantité dont la
partie réelle est nulle, il est nécessaire de justifier cette opération.
Evidemment, cette application de la formule de Binet sera justifiée
si nous faisons voir:

1° Que I'intégrale

= 1 1 I g=eee
[ (e“— 1 u + '2') u L
0

a un sens;
2" Que cette intégrale est la limite vers laquelle tend

0 1 1 1 g—bu—aui
/ =+
0

lorsque la quantité positive b décrott indéfiniment.
Le premier point est A peu pres évident, car la fonction

1 1 1 = 2
=i vt ) v=2 v

1
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qui entre dans les intégrales

@ 1 1 l)cosau w( 1 1 1\sinau
/(E“—l u+2 T f e — 1 7—'—_2"}_% Xy

0 0

est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour u = .
Le second point a établir revient 3 montrer que les intégrales

M= /m (p(u)(l e~y cosau du,

e[

oll nous avons pOSﬁ

—e¢~bYsinau du,

il i il
PO= e W T

convergent vers zéro en méme temps que b,

@ (w)

Nous remarquons que les fonctions ¢ () et u  SOnt toujours finies,

et décomposons M en trois parties

1
M, :/ %@(1——6"”“) cosau du,

M, _] (u) —e ) cosau du,

o~

On a évidemment

)
M <a—enf 28au,
0

I

——:T(l —e—b%cosau du.
1

o

donc
lim M; =0 pour b=0.
Ensuite
1]

|M2|</ (p(u)(l e—b“)du<(l-——e—‘/b)] -@%du,

My <a—e-VHp@ug)/L,
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¢ désignant une valeur entre 1 et ‘/; . On en conclut

lim M, = 0.

Quant 2 M, #n appliquant le second théoréme de la moyenne,
b 7 A%
[ r@v@ dz=r) [v@aztro)[ v@az,
a a n

ol la fonction f(x) doit varier toujours dans le méme sens,

My=(1— e—'/b)/ (p()cosaudu—i—/ il cosaudu

Vi

Mais I'intégrale [ (p cos awu du ayant un sens, les deux intégrales

qui figurent au second membre convergent vers zéro et lim M;=0.
On conclut de tout ce qui précede lim M =0, et la méme démonstra-
tion s’applique & l'intégrale N; donc aussi lim N =0.
D’apres cela, il est permis de changer a en ai dans la formule de
Binet, et nous obtenons ainsi

(833) . logR= %10g2n—%loga—§na+/ Bi(#) cosaudu,

(34) . . .@:aloga—a—»’—;—/ ?—du—sinau du.

14. Nous avons 2 transformer d’abord les intégrales qui figurent
dans les second membres. Soit

v=f°° 200 paui gy,
u
0

2u

w? - 4n2az 28 lieu de ¢ (), nous trouvons

o » z .
2et%iduy 2 1 g?*znau:

Yo [Caean g1
Z y W 4n?a Zlfnn A 1fu?

en substituant Z
1
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Nous avons vu déja (n° 7) qu’il est permis de remplacer, dans l'inté-

< gznnauz
[t
0
I'intégration le long de l'axe des z, par une intégration le long de

I'axe des y, en évitant par un petit demi-cercle de rayon ¢ le point i.
On obtient ainsi

grale

pA f rl—ee—2mnav gy © eg—2xnav gy
e
0

1—o*
1+¢
et, par conséquent,
1 1
V=glog;— 5.2
(1 t-e dv 1 1 r2 do 1
+’(;/ T— %8 § —gwmar T 5 T2 108 T )
0 1+4-¢
donc
. " g (u) 1 1
(35) . ] o cosau du——z—logi‘m’
0

= () _ 1= e
/ u  Sinau du = nf 1—7)2 E =
0

av 1
+7z—/ 1_021081__6_2,,”‘

14-¢

(36)

En portant la valeur (85) dans la formule (33), on retombe sur la
valeur finie de R déja donnée [formule (31)].

156. En employant dans le second membre de la formule (86) I'iden-
tité
1 v2n

1_,02___1_|_U2+ _I_,u2n 2+1

on trouve, en ayant égard 2 la formule

1 o )] Bk
e 2% —2 L S —
@7 . . n{ 5 log 1 — = 3%av d"’—(zk—l)zka“—l
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(qu’on obtient en développant en série le logarithme),

2 o) . s e . e B,
(38) / W Sineudu= -1 = a3+ +(2n 12 nqe=11Re
0

1 f—ep2ndy 1 0 e Ty 1
ol i e ok s R SRRATES 00

7z 1 —®
0 14-¢

C'est la série semi-convergente que nous avions en vue; le terme
complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de

lf‘” _v?”dv_l 1

1 —e¢—2aav ’

Il est intéressant de rapprocher de cette formule la forme du terme
complémentaire dans le cas de la série de Stirling [formule (28)].

La série étant de seconde espece, il nous reste & déterminer approxi-
mativement la racine de 1'équation R,=0. Pour cela, nous dévelop-
pons d’abord R, suivant les puissances descendantes de n.

16. Le premier terme du développement de log étant

A — —2mav
e—27av, pous considérons d’abord au lieu de R,

1—¢ p2ng—27av © y2ne—°7av
ﬂSn:/ = v-}—/ - dv
0 14¢

ou, en posant na=mn 47,

= —v\2n 0 —v\2n
nSn=/ (l—e_)—-e —2nvdy 4 / (vle Z-é—e—unv d .
0 1+e

Le développement de S, n'est plus A trouver, nous pouvons 1 écrire
aussitot d'apres le résultat que nous avons obtenu dans le n° 8. En con-
servant seulement le terme principal, il vient

/-1—
S, — (1 ¢e—2na 8
’ (’ + 13) ] na

Nous avons a évaluer maintenant l'erreur qu'on commet en prenant

Sn au lieu de Ry. Pour cela, nous développons en série le logarithme;
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le % - 1#me terme donne lieu 2 cette partie de R,

© p2n eg—2mnak41)v

1
2k 1) V‘p'/o 1—¢°

En développant

1 van

1_2,221_’_?,24_ - p2nk— 2_|_

on trouve

1 r@Ent1l) T@n43)
n(k-{-l)- A2+l + A2"+3—+"'

renk+42n—1) S e abu N i
: sz;{ﬁ_f*‘f'v- R j R Ty ]'
0

en écrivant, pour abréger,
2aa(k+1)=A

Les termes diminuent d'abord et I'intégrale est de 'ordre du der-

nier terme. C'est ce qui résulte, en effet, de la discussion que nous

. . : sin a u
avons faite de la série semi-convergente pour / T+ du (n® 8). La

0 :
quantité 3 évaluer est donc positive, mais n’atteindra pas n % fois le

premier terme ou
_nk  T(2 n;l— ).
a(k4+1) A2ntl

En remplacant 1'(2n 4 1) par sa valeur asymptotique
2n
2Vnn (’)en) :

on trouve, a cause de na =n -} 7,

nk »V‘n—;—z[ n_r"
ak+12"+2 na le(nt79)

2n
ou, si nous remplagons na par »n, ("‘I‘ > par 6_2'];

nk 6\ n i
Gy T < e i
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La somme des termes négligés ne surpasse donc pas

o 1 1 1
3_2’”‘1/,7;! X"(§?£+—1+32n+1 +Zzn+1 +)

&
22n+1 Pl = Vn—n’

T étant une fonction qui converge vers 1 pour n=oo.

ou

On voit que le facteur qui multiplie ¢-2za ‘/7717—1 décroit plus rapide-

ment qu'aucune puissance négative de n; d’olt I'on conclut que, pour
développer R,, suivant les puissances décroissantes de 2, on doit s’en
tenir & S,, les parties négligées n’ayant aucune influence sur ce déve-
loppement. A T'aide du n°8, nous obtenons maintenant

s Vo 3 1 Lpegrs 1, = 1 11)
e 2”“’/n7z[(’7+fz‘)+(§” TTTT R o)t
(39)
(17— gy T g T s P T o)
(10’7 - ’7 18’7 48’7 1152 96768/ 2
On en conclut la solution approchée de I'équation R, =0 par 'une
ou l'autre des formules
1 199 6409
Wo) - ma=n—15+ o560 ~sems020m T
1 199
,‘

La série étant composée des mémes termes que ceux de la série de
Stirling, I'indice du plus petit terme sera encore, d’aprés M. Bourguet,
1
32za’
que le changement de signe de R, s’opere dans le voisinage du plus
petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde

espece que nous avons étudiées

le premier nombre entier supérieur 3 7w g 4 —l— -+ On voit donc

17. Pour avoir une idée de I'approximation avec laquelle nous avons
résolu I'équation R, =0, nous avons pris n =3 dans la formule (40),

S
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ce qui fournit cette valeur approchée de a, qui est un peu inférieure a
I'unité a:=0,9300. (En prenant n=1, 2, on serait conduit évidem-
ment 2 des valeurs de a beaucoup trop petites pour songer a appliquer
la série semi-convergente.) Pour résoudre I'équation R; =0 rigoureu-
sement, il nous faut un moyen de calculer © avec exactitude. Pour
cela, nous remarquons que la série bien connue

logr@=—logx —Cx 4 4 S,2° — } S32° -} S, 2* —...

donne, en remplacant x par at,
44 o
6:"‘ é’ —(}/(t-l— %S3a3—%85a5+‘}87a7. . e
Pour augmenter la convergence, nous écrirons

(-):—v»g—arctanga—{-(l—-G)a
F1S—DeP— 3 S — D@+ 3 —Da—.
L’équation a résoudre étant
@=aloga—-a—fnf— L ——]—————1——,
4 12a 360a® 1260a°

nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9277. L’ap-

proximation est trés suffisante; méme pour ¢ =1, la formule (41) donne

la racine de R, =0 par rapport & n, avec une erreur inférieure a 0,01.
Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu:

{ I'@i)=Reb7,
L
(42) 9=a]0ga~a—z—r2d 3}?12a3 "'—(27’7__1‘)—]"32’57,2271—-1“1{"-
N=no+ 5~ fgag0na’
\ Ordre d’approximation . . . .. %:12;;

Pour a =1, N=23,22; en appliquant le procédé indiqué dans l'in-
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troduction, il vient
6 = — 1,872303 — 0,000595 4.
On obtient deux limites en prenant 2=0, A=1; la valeur 1=0,22
donne une valeur plus approchée
— 1,872434.
La valeur exacte est

6= —1,87243664726243.. .,
6 = — 107°.16".57",782.

18. Supposons que la variable z décrive la partie positive de 'axe
imaginaire, alors nous pouvons indiquer comment se comporte la fonc-

1 1 1
. g ) 9 .
tion holomorphe Ty En effet, ayant (@)= R R et — Osont
: : : 1
les coordonnées polaires du point qui représente @i’ et nous voyons

que ce point décrit une spirale, le rayon vecteur se mouvant dans le
sens négatif et croissant rapidement. L’angle de la courbe et du rayon

2 (o]
vecteur, dont la tangente est 3 peu prés égaled —log a, tend vers 90°.

Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaitre la
forme de la courbe dans le voisinage de I'origine:

a —6 % a — 6 —Ill-
o 7 o 7
) SE et 90. 0,0 0 2R 5 800 82.34,3 13,056
AR, 1o 96.26,1 0,207 22..... 73.51,1 18,747
04..... 101.52,1 0,453 20dr 64. 7,6 26,808
08..... 105.87,6 0,784 26..... 53.28,4 38,202
08 . o5 107.25,9 1,250 28508 .. 41.57,7 54,277
1,0..... 107.17,0 1,917 T s 29.388 76,919
H s 105.19,0 2,877 AR 16.35,0 108,765
Iz gt 101.42,3 4,256 G R A 2.48,9 153,493
J ) St b 96.37,0 6,230 G A —11.37,0 216,241
18..... 90.11,7 9,047 38..... —26.40,7 304,170
Fa0% s 82.34,3 13,056 4,0% . o.n — 42.20,2 427,271

L’angle — 6 commence A croitre de 90° jusqu'a un certain maximum,
dont voici la détermination

@ =0,88382, — 0=107°.36"1", = 1,5003.
11 3
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Aprds avoir dépassé ce maximum, I'angle — © décroit constam-
ment.

19. D’aprds ce qui précede, il est permis de changer a en ai dans
la série de Stirling ; en arrétant la série A son plus petit terme, I'erreur
est du méme ordre que ce terme. L'examen des conditions sous les-
quelles on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires
quelconques de la variable se présente naturellement, mais nous ne
I’aborderons pas. Nous rappelons seulement que, dans le Tome 56 du
Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant

B Ba
logI'(z)=3log2n 4 (2 —})logz—2 +f§1.‘z_"'j:(2n-—-1)2nz2"*1¢R”;

il : By 41 e4¢i
e B=GntDent s awnt’

¢ et ¢ restant compris dans les limites 4+ 1. On suppose de plus que la
partie réelle de z, a est positive.

Comme on le voit, cette limitation de R, devient complétement illu-
soire lorsqu’on fait tendre a vers zéro; mais M. Lipschitz n’avait pas 2
s'occuper du cas a=0, et la limitation du reste auquel il s’est arrété
suffisait pleinement pour le but qu’il s’était proposé, qui était tout
autre que celui de vouloir déterminer avec exactitude quels services
cette série pourrait rendre pour I'évaluation de log T (2).

ETUDE DES INTEGRALES DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE

1 dz
da‘z + a da+z=0'

20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous
lesquelles on est arrivé A présenter les intégrales de cette équation dif-
férentielle. On trouve d’abord cette intégrale, qui est holomorphe dans
tout le plan,

a? at a®
43) . . . L J@=l—mtm g m e T

ou

1 (+lcosaudu
(44‘ o 3 o 3 o 5 o J a)—— —_———— =00
) # .o V1i—u?
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Une autre intégrale est de la forme

J(@)log (@) +R (@),

R (a) étant holomorphe dans tout le plan, et, intégrant ’équation dif-
férentielle par des séries, on trouve cette seconde intégrale

a‘Z a4 a? a4 aG
(-Gt et a—gattbtzaat+itb-.

En désignant par y (z) la dérivée de log I' (z), l'intégrale générale
est donc
a’n

» E & @np

2
+B Z( e grplosa—v o+ D4y O

(46)

mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci

@ey .. . 0. .K(a)__E B BBEY, il
1

Cette définition n’a un sens que lorsque a est réel. Pour opérer la
continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de I'argu-
ment, nous considérons, en supposant a réel et positif, l'intégrale

aui
l% du. On peut remplacer le chemin d'intégration OABC (Fig. 2).
(S —
Fig. 2.
Y
+1
0 AB c X

par une intégration suivant la partie positive de I'axe des y, transfor-
mation analogue 2 celle dont nous nous sommes servi dans le n° 7.
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En supposant V2 — 1=+ i A 'origine, on obtient

eaul

fl/l_—:v‘-" '”=%01V1_u2 +/ Vii—1

eauz

du,

et la comparaison des parties réelles et imaginaires conduit 2 ces for-

mules
g—au 2 ! sinau
47y . . . K@=— —du— — | ——=du,
47 " [ V14w * P .
(48) J (@)= 2 Sinaw_ du
S =— a7

La relation (47) permet de continuer la fonction K (2) dans toute la
moitié du plan o la partie réelle de la variable est positive. On vérifie
aussi directement que les intégrales

e—ou I sinau

f vige'” | vice™

satisfont 'une et 'autre A I’équation différentielle

1 dz 1
a2+ ol

a da a

et que, par conséquent, K (@) est bien une intégrale de I'équation dif-
férentielle proposée.
En supposant toujours a réel et positif, nous tirons de P équation (47)

=lopds 2 rl ginaut
@9 e - eaKlan)i= f ¢ Adu— — | ———du.
) S Vigw 7)) V1i—w?

Pour simplifier, nous remarquons que l'on peut, dans l'intégrale
ed”'

V1—|— w2

On obtient ainsi

-du, remplacer le chemin d’intégration OA par OBCD (Fig. 3).

T eaut —au + «© e—au, d
e ot ] u.
jo V14w

1
Adw—"2 — :
1 —u? 1 Vur—1
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En changeant i en — i et substituant dans (49), il vient

; 7 eau_l_ e—au e—au
K@a)=—— u -+ f = du
T j ]/

V1i—u?
c'est-a-dire
. . . 2 sy
oy .K(az):—zJ(az)—l—;/ Py G
1
Fig. 3.
Y
D
G
0 A X

21. Nous nous arrétons un instant 3 la détermination des valeurs
qu’il faut attribuer dans P'expression de I'intégrale générale (45) a A
et 3 B pour retrouver la fonction K (a). Cette détermination de A et B
a été donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt.
On peut 'effectuer aussi trés simplement ainsi qu’il suit.

D'aprés la définition, on a

cosvdv 1 cosvdv ® cosvdv
sz—a2 Vi?—a? ) V2 — a?
a
et
1 cosvdv 11 —cosv

— — - —_— d’l):
Vi — a2 ] Vy:— a2 Vie—a?
a a

Vi — a2 A e
=log(1——{—_:—a)— 1—cosv

il _cosv cosvdv

+ K =log(l+ VI —a) — [ = Ll
g K@ +loga=log(l+-VI—a)—[ L ="= l+[ e X

a
donc

Lim |3 K @ + loga] _1og2—f —T R gy +f meody,
a=0
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Le second membre est égal a log 2— €, € désignant toujours la

5 S i 7T
constante eulérienne, En effet, f v?-1cosvdv=T(p) cos 1—)2— ou
0

. " 1—1“(p—|—1)cosp2—”
/ vP—l(l——cosz)dv——f vP—lcosvdo = — 7 .
0 1

On en conclut pour p=0, acausede I'(p+1)=1—Cp+ ...,

1 [ >3
f l_coslj_dv_f COBY 10—,
v v
1

La relation

1) . . . . .Lim[—%K(a)—]—loga] —=1log2—GC

donne sur-le-champ la détermination des constantes A et B, et il vient,
en se rappelant que y (1)=—GC,

(62) . . . GK(@= 222(_1)"‘(‘2271 [ —I—w(n—-}—l)]

En changeant a en ai, il faut remplacer loga par loga—}—% i,etla

comparaison avec (50) conduit au développement

e—au

(53) ) l/_ité:]. Z 22 4% . (2 n) 42 (2 n)‘ [log + Y (n + 1)]

donné par Riemann, de I'une des intégrales de 1'équation

1 dz

a da F o

a,2+

dont J (a7) est une autre intégrale.

22. On peut changer en intégrales définies les séries (52), (53). En
prenant la dérivée par rapport 2 b de la relation connue

I'(a) T (b)

2/ u2e—1(1 — u2)>—1dy = TGT5)"
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il vient, en posant ensuite a =n+ 4, b=1,

1 Lt g
Ji win = g = L2 CR D ) — v (n 1)
et
un i (2n—1)
2fv_u~‘““ d.@n
donc

1 .Cn— )n[l

2
4 @n g-t;-l-w(n-}-l)}:

2[1 Vl_uz[ (g,)+1og%—1§g(1—u2)]du.

En substituant cette valeur de log % + y(n + 1) dans les formules
(52), (68), il vient, aprés une légere réduction, si I'on observe que
v(H=—C—log4,

a? il gomi s .
(54) . . . .2K(a)_f_1 il C—log2a(l —w]du,

© g—au +1 eau
55) . c o —du=[ = [—C—log2a(l—ud]du.
{55) . = Vi1 u /—1 Vl—u‘u’[ C—log2a(l—u?)]du

28. Nous abordons maintenant le développement en série semi-con-

Fig. 4.
Y
D c
B
(o] A+t X

du dont

vergente de J (a) et de K (a). Considérons I'intégrale f V

—.‘“

la partie réelle est & J (@. En intégrant sur le contour fermé OABCDO
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(Fig. 4), I'intégrale est nulle. Il est évident aussi que I'intégrale étendue
sur CD converge vers zéro lorsque C et D s’éloignent indéfiniment. On
voit donc que l'intégrale de O vers A est égale A la différence des inté-
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s’éloignent indéfiniment.
L’intégrale sur OD s’obtient en posant u =1iv, celle sur BC en posant
# =1+ iv. En ayant soin de donner le signe convenable au radical

V1— u? dans le point B, il vient

eaut ( ")i = v_}e-—av
fV / V1+v2 S ) Vet
ou bien, en faisant attention 2 la formule (47),

e |
. e V2+7— dv——2~[J(a)—1K(a)].

(56)

0
On en conclut les expressions suivantes de J (a), K (¢) ol nous avons
posé encore av=1u

cos(a——f) a5
Jla =" —— ;-4~/ e—vu— 1} : — |- 3 )du
zVas / <[/1—% t/1+2_“
S T
_z;_, 4_/w —u g% _1 - du,
7aV2a / <I/1 _21_:: l/l_l_zzt)
( AN
g Ry et
- ! Vi—a  Ji4EE
3 cOS< 4)f°°e_uu_é _1 . 1 du.
aV2a / (Vl—éz ‘/1+%>

M. Lipschitz développe maintenant les fonctions réelles

el el
1/1—— |/1+ ’ 1([/1—% l/1+2i’§)
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A l'aide de la formule
n—l

F=F0)+uF O+ g0 FO+ 5, TV (W),

A désignant une fraction positive. Il obtient ainsi

o [ E )

0
ol 1 12.82...(dn—5)2 __
“2V”[ ie.ept Tz (27&—2)(8a)2"——Q+R”}’

—i e—“u—i( . _ — 1 )du
Tu U
60){ % 1—2—a Vl_é_a

A RT 12,82, 5 12.82...(4n—3)° ,
—21/7! 1.8a 1 2 3 (8a)3+ —1 2 ( l)(sa)gn_l:FR'n].

On voit qu'on obtient ainsi en méme temps le développement de
J() et de K(). Quant au terme complémentaire R,, la méthode
adoptée par M. Lipschitz lui permet d’établir que la valeur absolue de
R est inférieure & Ty 4;. De méme, R] est inférieur en valeur absolue
a T, ,. On peut resserrer un peu ces limitations, et faire voir que R,
et R, sont positifs, ce qui entraine déja que R est inférieur 3 T, et A
Tat1, R, a T, eta T, ,. En effet, on a

x x
3/2 dv 1 2 do 1
P iu e T B L e . ol s
1— “sinv V . 14 -——sin%p V S
0 2a * 2a 0 +2a, 1+2a
d’ou 'on conclut
F 4

(61) f e_"“_l'( ) + - fr) du:%/ dri/ —-91;;2‘:1 ~du,
U (X . Qind
/ (R L | ) 1 sty
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En employant I'identité

b

2n s
5—) sin**vp
u 2n—2 (2 )
. —=1— sm4v—}— ( ) sm“‘""‘v—i-—-a«
W 4 2a 45
1—{—?&2 sintv 1+ r,sm

on retrouve les séries semi-convergentes déja données, mais avec ces
expressions des termes complémentaires

. —u2n—13% in g
(63) . . Ru=_——— znl/ ® f—-"—~ BIT"Y 34,
R 2sin‘v
wgo—uy2ntt 4n+2
(64) . . Ba=__ "HV Py [Ce e hsintntiy
22n 2 7 14 ~ ,sm*v

24. Lorsque a est grand, I'indice du plus petit terme dans chacune
des séries semi-convergentes (59), (60) est A peu pres égal A a. En
posant a =n -+ 7, on peut développer R, et R suivant les puissances
descendantes de n. Pour faciliter un peu les calculs nous remplagons u
par 2qu, cot?v par v, en sorte qu'il vient

R /2a/ f ue—”" A dudv
" 1+v w? V{rv'

R, 2a e—“ 2n e u
/ f (1% ﬁviz‘szd"d”'

Lorsque n est grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage

de u=1, v=0 qui ont une influence appréciable, et quand il s’agit
d'un développement suivant les puissances descendantes de n, on peut
borner I'intégration au voisinage de ce point ¥ =1, » = 0. Considérons
Rn et partageons l'intégrale en deux parties. Dans la premiére, u variera
de 0 a 1; dans la seconde, de 1 3 «.

Dans la premiere partie, on posera

ue—“ze—l—x’, l—u:VZ_a;-—‘?ix?_'_IlgVExE}-—_“, 1—!—‘0:’-61",
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et I'on trouve un résultat de la forme

les coefficients a,,, étant des polyndmes en 7, et a,, =0 lorsque s est
impair.
Dans la seconde partie, on posera

Wei=E=lg ==t u—1=zV24...,
14 v=e",

et 'on trouve cette seconde partie égale a
2__L1 —2ae—2n(x’+y')[2 (__ l)r r ’]dxd
.713 € ar’s X y Y.

La réunion des deux parties conduit 2 'expression

9 e—2a V%f/e—Z"(z'.*.y’) [E agfyzsx2ry2s]dx dy,

et le développement de R,, suivant les puissances descendantes de n,
est

Rn:e_“VE(ao» datiwy )

22\2n 8 n?

En nous bornant aux deux premiers termes, nous avons obtenu

. LN 1 1\1
(65) S et i ——iiC 2 lm[_2—+(§n2+qn+ﬁ);..']’
et, par des calculs tout a fait semblables,
/a [1 1 1 1\ 1
! — 5 —2a Lis = e SRECNEE S
66) . . .Rn=e nnz[2 +(21) 3" 6) n...].

Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est 2 peu pres égal 2
la moitié de ce terme.

25. Considérons maintenant les fonctions J (ai), K (a@i). La premiére
conduit A une série semi-convergente de seconde espéce, dont nous
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nous occuperons plus tard. Quant & K (ai), a cause de

e-—au

K@i)=—1iJ (@i + f = A,

—=|

on voit que nous avons A nous occuper, en ce moment, seulement de
la partie réelle
2 © p—au

éR:—— -———__du.
4T Vu—1

v
En posant u =1+ 5 » On trouve

. _al/ / L 5
ou bien

. 2 2 2 o —vp—1#
(()7) s o o gR——— 7? G=Y l/af du/ < *—e‘—;}v ’—v -dwv.
0 0

On en déduit, par le développement

in2n
1 "~ (—) sin?n u

— =1 2—sm~u+ (;a) sin?r—2u j;—2aﬁ—,
1—]———9,1n2 ]+§% sin? u

—— 12, 82 12.8...2n—37 __
¢ V [ 18a 1.2.(8a)2—"':t1.2...(n—1)(8a)n—1+Rn],

F(4
1 2 Dp—v P —% qin2n
Rn=27‘1a”_*V__3 dn G ; sin2n® y dv
- 14 _—sin%u
A A 2a

Ce développement semi-convergent a ét¢ donné par Riemann. L’in-
dice du plus petit terme est A peu prés égal A 24, en posant 2a=n+7,
nous trouvons

TN

dal 1 1\ 1
R TSI EE.



RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 45

26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction

—av
J (o) = f —————dv.
En posant v=—1+ 2u, il vient
e 1 e—2au
0 S I e e A ]
1 : .
Le développement de 7 g suivant les puissances ascendantes
de u, conduit sans aucune difficulté A cette série semi-convergente
et T [ 1 12. 32 ]
e l et o.gap T )

donnée par Riemann, mais on n’obtient point ainsi une expression
simple du terme complémentaire.
Pour nous débarrasser du radical V1 — u, nous observons que

oo__’l?,—.*_ X dv—_n_
f v4+1—u " Vi—u’
0

en sorte qu'il vient
0 1y—3%p—-2au
Uy o . J(ai):%:/ v‘%dv/ ¥ du

L’intégration dans le second membre s’étend sur la bande infinie
VOAB (Fig. 5) de largeur OA =1, et l'intégration, par rapport d u, ne
s'étend que jusqu'd w=1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir
étendre 'intégration sur une bande VOCD d'une largeur arbitraire
OC =L, nous observons que

K—ey -édv+ “o—ddv _ 2 = k+VE+L e
v—Kk? v—kT Tk ° k+Vir— ¢ '
0 K+t

donc

13 ” v—%
P ST .v.p./ 2 dv=o.
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Si donc nous excluons du champ d’intégration la bande infiniment
étroite limitée par les deux droites paralleles

l—utv=+c¢,

nous pourrons étendre dans (71) I'intégration sur la bande de lar-
geur L, VOCD; car, en intégrant d’abord par rapport 3 v, ’équa-

Fig. 5.

tion (72) montre que les parties qu’on ajoute ainsi se détruisent. En
faisant croitre L indéfiniment, nous écrivons sommairement

. e ® o g—2au  dydy
@) . . . . J(M)_Zév'p‘{/o‘l—u—l-v_l/zﬁ’

le sens précis qu'il faut attacher A cette formule résultant des explica-
tions qui préceédent.

27. En employant maintenant I'identité

1 1 % u
1—u—|—v=1+v+(l+v)2+"'+(l+v)"+(l+v)"(l——u+v)’

u”—l n

on a évidemment

(o e uke—2eu gy dy [w v=tdv fw k
V. P. = — 2 % —%,—2au 1
pjo o[ (Lo FT Vo ] T of#1 E A

_TArE+H rEx43)
rk+1)  (2a)k+1’
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et il vient

] 1 12.82 12.82...(2n— 3)
[l+1.Sa+1.2.(8a)2+”'+1.2...(n—1)(8a)n—1+ Rn],

Qan

(74) J (ai)=e [/

5y R e MRS s de
B) . . . Ba=} "3 -p'lfo 4" —u+v) Vyy

C’est cette expression du terme complémentaire, sous forme d’inté-
grale double singuliere, qui va nous permettre de résoudre avecapproxi-
mation I’équation transcendante R, =0.

28. Nous posons 2a=mn 475 et nous développons R, suivant les
puissances descendantes de n. L'intégrale

K & (ue—“>" el fludv
e —r s e
0o 0

se décompose naturellement en deux parties P et Q, que nous allons

considérer séparément.
Dans la premire partie P, qui est positive, on a
l—u+tv=e,
dans la seconde partie négative Q,
l—u4v=—e

- WeT c .
La fonction 3w devient maximum pour ¥ =1, v=20, et 'on ob-

Fig. 6.

tient la partie principale de P en intégrant seulement sur cette partie
du champ d’intégration qui forme le voisinage du point A. Toutefois
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a cause de la ligne de discontinuité AM, il faut y ajouter une bande le
long de cette ligne AM. Il en est de méme évidemment pour laspartie Q,
ct il faudrait donc évaluer P et Q en étendant l'intégration sur laire
indiquée dans la Fig. 6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d’abord
seulement sur une aire dont la forme est indiquée dans la Fig. 7.

Fig, 7.

Nous négligeons donc de continuer indéfiniment la bande le long de
la ligne de discontinuité. Nous verrons plus tard que ce procédé est
légitime.

29. L'évaluation de I'intégrale P, étendue sur l'aire indiquée, s’ob-
tient par un changement de variables.

Nous définissons d’abord une fonction ¢ (x) pour des valeurs posi-
tives de z par les relations

te“:g‘l"’", l—i=gp @),

en supposant que ¢ varie de 0 & 1. La fonction ¢ (x) est positive et
constamment croissante, ¢ (0)=0, ¢ (0)=1. Pour des valeurs suffi-
samment petites de x, on peut développer ¢ (x) suivant les puissances
ascendentes des x; nous avons déja trouvé (n° 2)

(@) =V2rx—322+ V2Pt 135t +....
Nous introduisons maintenant, dans I'intégrale P, les nouvelles va-
riables x, y, en posant

ue—*
14+
l1—u+v=9p @),

—e—1—2'—y
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On voit d'abord que le long de AM (Fig. 7)  est constant et infini-
ment petit, tandis que y varie de 0 3 «. Ensuite, d’apreés la définition
de ¢ (%), on voit que, pour v =0, on a aussi y =0, et, le long de OA,
z varie de o 2 0. Nous avons donc seulement 2 nous occuper de cette
partie de I'intégrale qui correspond 2 de petites valeurs de z et de y;
mais, pour des valeurs suffisamment petites de z et de y, on peut dé-
velopper et v suivant les puissances croissantes de z et de y; ces
développements ne contiennent évidemment que les puissances paires
de y. En éliminant v, on a

ue—t=[u4 ¢ @)Je-1-=-v,

Le premier terme du développement de u étant 1, on a

u=ltaezt+p+r+oftexy?+...,
et 'on détermine sans difficulté les coefficients a, g, 7, ... par la mé-
thode des coefficients indéterminés. Le développement de » se trouve
ensuite 2 l'aide de la relation ¥ =u — 1 4 ¢ (). On obtient ainsi
u:l—V§x+%x9+y2—]—1§V§x3+V§x22 =
v=y?14+Ver 3022 4 2 V2s—Vagy L. ]

Il importe surtout de remarquer que tous les termes de v sont divi-
sibles par %, car nous avons observé déjd que v et y s’annulent en
méme temps. On conclut des développements précédents

Vu=1—-31Voat L4+ L+ A V28 43V 202 ...
Vo=y[1}1V3z+ a4+ 382V —4iVezyr 4 .. ]

3

A causede u=v+4+1—¢(z), ona

du__dv dg

dez ™ dz  dz’
au_dv
dy  dy
et
du dv__du dv_dv dy
dy de dx dy  dy dz’
II 4
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en sorte qu'il vient

- u eju nk,efin . ,duvdv —_— —2a —nz*ty
//(1+”)1_7‘+U Vuv T f.[g LEPET

1

T o 7 [ @ —7] a T a4 Vo) —
= ipl087 (@ dy( v) =

et, par le développement de T,
[ o
(76) . :
= e‘“f]e—"(”“‘“y’) 7 [Zarsary]dx dy.

L’intégration s’étend de x=¢ '} et de y=0 jusqu’d certaines va-
leurs positives de z et de y, que nous pouvons déterminer maintenant
par la condition que la série = a,, 2" y* soit absolument convergente. 1l

Fig. 8.

n'est pas méme nécessaire d’étendre le champ d’intégration aussi loin
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination.
La seule chose essentielle & remarquer, c’est que cette détermination
ne dépend en aucune facon de n. Les coefficients a,, sont des poly-
ndmes en 5 et a,,=0 lorsque s est impair (Fig. 8).

30. En traitant d’'une maniere analogue l'intégrale Q, nous définis-
sons d’abord une fonction ¢, (x) pour les valeurs positives de I'argu-
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ment en posant
lieiid—"Tc S1'="% t—1=g¢, (2.

t variant de 1 A . Puis nous posons

?‘_8.__1‘_—_6'—1_1’—:‘/”
14
1 —u+v=—¢, ()

Le long de AM (Fig. 7) z est positif infiniment petit, y varie de 0
a w. Le long de AU, y=0 et x varie de 0 A .
En achevant le calcul comme tout A 'heure, il vient

ue—“ e~ dudv
f/l—l—v l—udtv Vyp

__e—2a/fe—-n(x=+y*) [E(—1)ya,sxry}dx dy.

(77)

L’intégration s’étend encore de z=:¢}}, y =0 jusqud certaines
valeurs positives de z et de y. Nous pouvons maintenant, dans les for-
mules (76) et (77), étendre lintégration jusqu'aux mémes limites
supérieures de z et de y. En réunissant les intégrales, les parties qui
deviennent infinies pour ¢ =0 disparaissent, et il vient

X e ,/_/(1 ::;)” 1i_unJ-v d;u%v

= 26—2af/6-”(x’+y’) [Ea2,+1‘23 x27 y25] dx dy.

Dans le second membre, I'intégrale
//e—”(”'ﬂ/') 2?ry2sdx dy
ne differe de

].wfme—n(x’+y’)x2r st dx dy

0o 0

que par une quantité qui converge vers zéro plus rapidement qu’aucune
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puissance négative de n, et nous obtenons enfin le développement
cherché

ue—*\W e~ dudv__ = . as 04 a2
(78) fof(l—i-v) T—ufv Vap 2n° (al’o  2n +)

Nous n’avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de
discontinuité; mais, comme le résultat auquel nous arrivons reste le
méme en changeant dans une certaine mesure les limites supérieures
de z et de y, on voit par ]2 méme que les parties un peu éloignées de A
de la ligne de discontinuité n'ajoutent a I'intégrale que des parties
qu’on doit négliger tant qu’il ne s’agit que d’un développement suivant
les puissances descendantes de .

31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons
trouvé

@) . Be=ete )/ 28L Ly G gt — 4D S

et de 1a nous concluons la résolution approchée de I'équation R, =0
par 'une ou 'autre des formules

437

@ . . . . A . Rass §+1620n
437

= St == B

ey . ... ... n =2a+3% 39402

Pour avoir une idée de 'approximation obtenue, nous avons calculé
la racine de I'équation

8%...02n— 8?2
14+ gnt =) [ st it Reouiutatag
pour n=1, 2, 3, 4.

Voici les résultats :
Racine Valeur approximative
n, detRe=103 d'apres (80). Erreur.
HIES RS 0,2579 0,3015 — 0,0436
2 50000 c 0,7190 0,7341 —0,0161
R 1,2088 1,2116 — 0,0078

MO L1 1,6965 1,7004 — 0,0049
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Pour de plus grandes valeurs de n, 'erreur diminue encore, et les
formules (80), (81) suffisent pleinement a notre but.
Riemann, en donnant la série semi-convergente, écrivait

. "1 & [1.8.7.@n— 1R
—_— e . gl it B A |
iR V2na, L b B B a)*
n<2at1
et il ajoutait qu'on ne peut calculer ainsi J (ai) qu'en négligeant des
parties de 'ordre e—2¢ vis--vis de l'unité. Le résultat auquel nous

sommes arrivé confirme et précise ces indications.

7z o2
ETUDE DE LA FONCTION P(a) = -~ ——-

32. Nous allons étudier maintenant 2 notre point de vue le déve-
loppement en série semi-convergente donné cn 1861 par M. Schlomilch
de la fonction

P@:iﬂl

Toer—1
(Zeitschrift for Mathem. und Physik, t. VI).
En suivant d’abord l'analyse de M. Schlomilch, nous partirons de
ces formules

© sinmu 1 il
it ek =] : R
82) . . . . / du [-{—2(6,” VT

y P L & o]
0

(83) .’/dw s L LT du_;}m—l—%log(l—-a"")——%logm,
0

e27u | w

dont la premiére se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de
Legendre (t. II, p. 189). On peut I'obtenir sans difficulté a 'aide du
développement

0
_— _1_ e 2.‘ g—2mnu
e2nu__ i v

La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport
a m.
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En remplacant m par %, %, S __2an’ on déduit de (82)
2n
— 1 1 1
2_,r _—“(1+§+ +'2—,‘z)—"

et

% 2nu . 2nu 2nu u
in — o i — S 1— =y 0
2(sm a +...4sin % ) sin — —|—( cos — )cot -

En ajoutant a cette équation celle-ci, qui est une conséquence de (83),

* 2nu
1EE e dags
O=—alog2n—|—n+aloga+a.log(1—e “)—2a e
e ﬂu_l u

0

on obtient
2n 1 1 l / _2_")
Z_r =a(1—|—--2+...+2—ﬁ—log2n)+aloga+alog\1—-e .
T ga__

? 1—cos e
© du . 2nu 2a u a
+[ 32”“_151n - _ (—E—Coté-a) 32”———“—1 du.
En faisant croitre indéfiniment n, l'intégrale

ol S Ndiat . 2nu
3 sin
A 27w __ 1 a

converge vers }, et I'on obtient

177 3 VI P N ) P(a)=a(loga+6)+}—Jw,
= 2nu
1—cos——
o= (2—“-—coti)——-—“—du
o u 2a eZuu_l
0
ou
L S u\ l—cos2nu
(85) ey . .Jn-_af (W—-cot§>—-‘32—ﬂﬁdu.
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; 2 u . 3 :
C'est en développant - - — cot o, suivant les puissances croissantes
de «, que M. Schlomilch a d’abord obtenu cette série semi-convergente

remarquable

86 J. = B B B R
| °°_2.2!0,+4.4!a3+"'+2n.(2n)!a2”—‘+ -

Mais il s’est glissé une erreur dans cette analyse, et le résultat ob-
tenu par M. Schlomilch, que R, ne surpasserait jamais en valeur ab-

14 « .
solue 5 Ty41, est nécessairement inexacte d’apres les remarques que

nous avons développées dans I'Introduction.

Dans le Tome II de son Cours d’Analyse, M. Schlomilch est revenu
sur cette série, en la rattachant cette fois 2 la formule sommatoire de
Maclaurin , il arrive & ce résultat que la valeur absolue de R, ne peut
surpasser
Ban_-;-_l__l (n2 1 )_Qan-}:l__l_(_“z_'___l )T
1.2...(2n) a2 B, a\6 " 42244 7™

6 i 4ata?)
83. Pour discuter cette série A notre point de vue, nous nous ser-
virons de cette formule
: B .
@) . .....J=vp| 4‘“"“*})( )

1—? " \4atav)
0

Nous devons indiquer d’abord comment on peut passer de la for-
mule (85) A la formule (87).
A cause de

on obtient d’abord

y Zj” 4audu 1—cos2nu

4n?y2 —u? 2mau__ |

ou

(o7 g ST S .J,,=Zj‘°°4avdv_1—cos4nnm.
0

11— em’?ai:__l
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Maintenant on a

»4davdoy l—cos4nmv 1—¢ l+e
j 1— 2 e4nrav —/ +f +f
0

14¢ l—¢

et, si nous posons pour abréger 4nr =10, 4a2ra=c¢,

+edavdy 1—00‘17150
/ 1 — 2 PN T
1—¢

—u 1 14 u 1
_/ 4a——~(1—cosnbu) s i 2"—}-_5 m)—;—ll'

. 4da[l —u 1 14 u 1 :
La fonction —zT[m cd—w 1 T2 g peaFw T l] est finie et con-

tinue dans le voisinage de u=0, et, en appelant M sa valeur pour
une certaine valeur de u comprise entre 0 et ¢, nous avons
* 4qu 1——cos4nnrv sindznre
=" [y Suinnre
1_7/2 64:;- rav __ 4anr
0 1+4¢
En faisant croitre n indéﬁniment, les intégrales

1—s4avdv cosdanrv P davdy cos4nnrv
/ 1_@2 64,7 rav__ +j

2 >4-; ra'u
1 v e¥ |
0 ]+€

convergent vers zéro; donc

*4avdv 1—cos4n nro

}:Lﬂlﬁ 1— 2 et® rav —1
0
M—sdqv do 1 *4avdo
= T Ta—— i e - —]—Ms,
1—v? gon rav__ | 1 — 32 64:; rav__
0 146
et, en faisant tendre vers zéro e,

. “4davdy 1—cos4nn7v * 4avdv 1
Lim : i e dv—V[ / B TAT e
oo ]__1/ 64.7: 1av J o7’ etrrar__ 1

0

L’équation (88) conduit donc 2 cette expression de J_,

® 4avdy 1 *4davdov 1
G55 Tz <Z ;Tn"m‘i)““ - S R P(rn‘zm)'
0 0
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34. En faisant usage maintenant, dans la formule (87), de I'identité

n

1 a
e 2 14 A pen—2 A
R R e T
nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cette expression

du terme complémentaire

89) . . . . R,.=v.p./

> 4av?"tldy ( 1 )
K

T 1—¢2 T \dafav

En effet, on trouve

» 1 £ B 1
2k—1 i — — N
(90.) "oli o8 [ . P(Ml“w)dv—‘} 2k(2k)! a2k’

0

en substituant pour la fonction P la série qui sert de définition et en
faisant usage de la relation connue

[7 o=ty B 1
e2mav__q T4 k m2k

(91)

85. L’expression du terme complémentaire que nous venons d’ob-
tenir donne facilement la résolution approchée de R,=0. On a

472av

1 > 2 I3 _Jz — 2
P( ):8 4nav+ze 81av_|_ ..=Ef(72)€ 4nnav,

f(n) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s’agit de
développer la racine de R, =0, suivant les puissances descendantes
de n, on ne doit retenir que le premier terme e~ **. Apres les expli-
cations du n° 16, ol se présentait un cas analogue a 'occasion du dé-
veloppement de log I'(ai), il ne semble pas nécessaire d’insister plus
longtemps sur ce point, car cela reviendrait a répéter & peu preés ce que
nous avons dit la. La résolution approchée de

% ,L.,‘;’n-{—l e-—-4:z’avd,0—0
vpf Tt =
0
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se déduit aussitdt du résultat du n° 8, par un simple changement de
lettres, et il vient

5 199
2 — IR
92 . . . . . 4= a—.2n+—6+3240(2n F1)?
5 199

R P -
9 . . . . . .n=2a% 19~ 95920 2a’

et la valeur approchée de Ry, en posant 22%2a=mn -+ 7,

—t —4‘71'11 T _i ’ \
94) . . . . . Rn=8ae V—4n+2(n 12)

199 '
95990 22 a dans (93), et
prendre ainsi simplement 2 2°a — {f; pour valeur approchée de la ra-
cine de R, =0.

On peut, du reste, négliger le petit terme

36. Les expressions précédentes montrent I'extréme approximation
que la série semi-convergente permet d’obtenir. L’ordre d’approxima-
. 10 1/80 - A
tion est ¢~ *™¢ V—, et déja, pour a =1, 'erreur ne porterait que sur
JT

la dix-septieme décimale. Aussi nous prenons pour exemple cette va-
leur beaucoup plus petite a=}. On trouve N=4,52: il faut donc
prendre quatre termes et ajouter encore le cinquidme terme, multiplié
par une fraction 4 approximativement égale A 0,52. On obtient ainsi

P (}) = 0,0190210 — 0,0000415 4,
et, pour 1= 0,52,
P (}) = 0,0189994;
le valeur exacte est
0,0189992.

L’approximation avec laquelle nous avons résolu I"équation R, =0
ne laisse rien A désirer.



L.

(Acta Math., Stockholm, ¢, 1886, 167—176.)

Note sur un développement de l'intégrale / e’ dx.
0

Lorsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur x =¢ com-
prise entre a et b, cette circonstance peut dter toute signification pré-
cise a I'intégrale

/bf(x) dz.

a

Comme on sait, Cauchy a introduit dans ce cas la considération de
I'expression

[Tr@ast [ 1@z

a cte

Il peut arriver que cette expression tend vers une limite déterminée
lorsque la quantité positive ¢ tend vers zéro, cette limite est alors ap-
pelée par Cauchy la valeur principale de I'intégrale

5=0

a cts

v. p./bf(x)dleim T @) da +/b f(x) dz.

Cette extension de la conception d’une intégrale définie n'est pas
généralement admise, on I'a souvent rejetée A cause de sa nature trop
arbitraire ou artificielle,

Riemann, dans un mémoire célebre (Werke, p. 226) s’exprimait de
la maniere suivante :
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»Dans certaines recherches particulieres, d’autres déterminations de
Cauchy sur la conception d'une intégrale définie dans les cas ou celle-ci
n’existe pas d’apres sa définition fondamentale, peuvent étre utiles, mais
elles ne sont pas généralement admises, leur nature trop arbitraire ne
s’y prétant guere d’ailleurs.”

La valeur principale d’'une intégrale étant une quantité nettement
définie, il semble que 'admissibilité d'une telle idée doive dépendre
surtout de I'utilité qu’elle peut avoir. Nous croyons que les développe-
ments suivants montrent clairement, par un exemple, que les ,,recher-
ches particulieres” ol la conception de Cauchy est de la plus grande
utilité (ou plutdt nécessaire, si nous ne nous trompons pas), ne man-
quent pas.

1. Nous considérons la fonction
a
o (a) =/ e?dx
()

et nous supposons la variable réelle et positive.
On trouve facilement ce développement

W - e@=elpt et it e
=T 4T+ T+T,+....

La série est divergente, mais on peut regarder cette formule simple-
ment comme une maniere symbolique d’exprimer que pour e = on a

limae_“ztp(a)zé,

1 1
1 3|, — a2 ¢ _
lima?je=# ¢ (a) Fdl— 4

ete;

Nous rencontrerons dans la suite encore d’autres développements
divergents, on devra toujours les interpréter d’une maniére analogue.

Nous nous proposons maintenant d’étudier ce développement et de
montrer comment il peut servir A I'évaluation de g (a).
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2. Une intégration par parties donne

e ® 1 a
vl@)=5 + Q] z=2e” dz,

it ..(2n—38) {2m=1) % o .
IR 2a gs 4a5+ + 2na2n—1 ]‘I‘_ T / e dx
Qn
=T+ T+ ...+ Tu4Ra,
a,, g, .., an étant certaines constantes positives parfaitement déter-

minées. En effet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2)
ont méme dérivée. Ces deux fonctions seront donc identiques lorsqu’on
pourra déterminer a, de maniére qu’elles soient égales pour une valeur
particuliere de a. Or si I'on prend a positif mais assez petit pour que
1 (2n—3)
q,(a)<ea2[ +4a3+ + anaz_n"__l_"' ’

il est clair que la formule (2) détermine une valeur unique de a» qui
sera supérieure A cette valeur particuliere de a.

Ces constantes a;, a,, ..., @, vont toujours en augmentant, c'est
ce qu’on voit en posant @ =a, +1 dans la relation

a a2 a
fx‘2”exzdx='2azn+—l—+2nj—lf o~ 42 e d:

an an+ 1

8. 1l est clair que si les constantes @, a,, ... étaient connues, rien
ne s’opposerait plus 2 un usage légitime du développement (1). Car
supposons que g tombe entre a,_1 et a,, alors on aura évidemment

p@>Ti+To+.. .+ Tu-y,
(@) <Ty+To+ ...+ Tu—14Ta,

et on aura renfermé ¢ (¢) entre deux limites dont la différence est T,.
Il résulte de ce que nous trouverons plus tard que T, est précisément
le plus petit terme de la série T, + T, 4 ... ou le terme qui précede
ce plus petit terme et qui en differe tres peu.

La détermination des constantes a,, a,, ... est donc le probleme
principal qui doit nous occuper.
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4. Il est évident d’abord que a, est la racine positive de 1'équation
transcendante

e . ... ¢(a)=ew[2%+41?)+...+1'32’,,',;gf,_3)]
mais il nous semble A peu prés impossible de tirer de 12 des expressions
qui pourraient nous &tre utiles.

On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avanta-
geuse. Remarquons pour cela qu’'en développant les deux membres de
(2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de
terme sans a dans le premier membre. Il doit en étre de méme dans
le second membre, ce qui montre que @, est une racine de I'équation
transcendante

T 1—1 a—2n+l + _lgya—-2n+3 + %‘2 . _1____ a—2n+6+ ..o =0.

2n—3 2n—5
En multipliant par a27—! et en posant a®?=¢, a? sera donc une racine

positive de

tm

4) . . . . . .. ;(2’”_2,'”_1)!1%:0.

Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on
montre aussi facilement que le premier membre est négatif pour t =n,
donc

a < n.
Mais I’équation (4), pas plus que ’équation (8), ne semble nous pou-
voir conduire 2 ce résultat que a2 est susceptible d’un développement

n

suivant les puissances descendantes de n
. 1, 8 1 68 1 3582 1

® - am=n—t+ 55w T s w  SidtbeE

Ce développement, quoique divergent, n’en permet pas moins de
calculer les a, avec une grande approximation comme on le voit par
ces quelques valeurs:

n ag d’apres (5) erreur

1 0,85402 0,85413 — 0,00011

2 1,84365 1,84367 — 0,00002

5 4,83737 67 4,83737 76 — 0,00000 09.
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Déja pour n =38 l'erreur n’atteint plus une unité du cinquidme ordre,
et on peut considérer que notre but sera atteint, dés que nous aurons
établi le développement (5).

Mais cela nous a été impossible en partant des expressions analy-
tiques que nous avons développées jusqu'ici, et nous avons di suivre
une autre voie. C'est précisément la valeur principale d'une certaine
intégrale définie qui se présente ici, et il nous semble que, dans cette
occasion, on pourrait difficilement atteindre le but d'une autre maniere.

5. Supposons a =0 alors on a

(DN Tor. ) ¥ Ay (p(a)— vpfweazu—ﬂ)

On établira cette formule en montrant d’abord que pour a >0 la dé-
rivée de 'expression au second membre est ¢®, et ensuite que cette
expression devient infiniment petite en méme temps que a. Pour abré-
ger nous omettons cette démonstration.

Il est évident d’ailleurs que cette formule suppose bien ¢ =0, car
la fonction ¢ (@) est impaire. Si ’on considere les valeurs imaginaires,

on trouve que ¢ doit étre de la forme rei¢ avecr >0 et —g< <+ 77:

En employant maintenant I'identité

el bty

_.xz
on a évidemment
1 o0 2k — 1)
bk p./ zrerd= gy = 2k+1;2k+1 e
0

On retrouve ainsi le développement (1) mais avec cette nouvelle
expression du terme complémentaire

2n
= 2e%i=Adg.

it ©
) R Rn_V-];v.p.ll

En partant de cette formule on peut, apres avoir posé

T S R ST AS R Spe ST s
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développer R, suivant les puissances descendantes de =, et ’on obtient
- P
® . .. Ra=pe(Rd i34

ot Py, Py, Py, ... sont des polyndmes en 7, P, étant du degré 2k 41

1
P0—77+'§a
Sl Fab by 41
(1) - AP =g r'— P~ 51— 5765
=1 5 T g Nl i ST 4 il
=Tt e’ i 48384

Ce développement est divergent mais nous avons dit déja quel sens
précis il faut y attacher.

Pour la maniére d’obtenir ce développerﬁent, nous devons renvoyer
a une these présentée 2 la Faculté des sciences de Paris, insérée dans
les Annales scientifiques de ’Ecole Normale (81®me Série, Tome 3, 1886,
p. 201—258).

On conclut de ce développement que R, s’évanouit pour une valeur
finie de 5, dont on trouve le développement suivant les puissances
descendantes de n égal a

1 8 1 66 1
6 Ta05 W T
et comme nous avons posé a?=n + 7, il en résulte

1 8 1
g as —.
== g T 205w T

C'est précisément le développement qu'’il fallait obtenir.

6. En considérant, ainsi que nous I'avons fait, la quantité o> comme
racine de ’équation transcendante

©  p2n 2

= Ayl —x2) » —

v.p.f [ —2° dx=20
0

la restriction que n soit un nombre entier, devient inutile et I’on définit
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ainsi une fonction continue de n. Il est certain aussi que le développe
ment obtenu donne une valeur fort approchée de cette fonction a2 deés
que 7 est un peu grand, sans &tre nécessairement entier.

Si I'on regarde, au contraire, la manitre dont nous avons défini
originairement la quantité a,, on voit d’abord que I'équation (3) n’a un
sens que lorsque n est entier. Il n’est pas possible d’étendre cette dé-
finition & d’autres valeurs. En regardant au contraire g2 comme la ra-
cine positive de I'équation (4)

© gm

E @n -—2m——1)|ﬁ=

0

0

on peut bien supposer n variable d’'une manitre continue, mais la
fonction a2 qu’on définit ainsi, devient discontinue lorsque la variable
est égale a la moitié d’un nombre impair. Il nous semble que ces cir-
constances rendent 3 peu prés impossible la déduction du développe-
ment (5) en partant directement des équations transcendantes (8) ou (4).

7. Supposons qu'on ait a,_1 < a < @, en sorte que
e@>T+To+... 4 Tu_y,
(@) <Ty+To+...4 Toe1+ T
Calculons la valeur approchée de
. ' (2n) w
"T@an—1)2ap I (n)"
en supposant @ grand.
Il est visible que la quantité 5y =0q2 — » reste toujours finie, elle

1

. : ey I .
peut A peine franchir les limites 5 et —; En désignant donc

. c b [
¢"" des quantités qui s’évanouissent avec o ona:

par ¢, &, &,

I'(2n)=(2 n)%e—?-n]/z (1 4 &)

o7
n

D (mi=nre=" l/——(l + &)

3
a‘ln—-ln-—n—}ﬂ}:(l_}_,z_) =b77(1+g”)
II 5
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et

_ Von v 14« Sl U ki
T2n—170Q4NA0F)T qV2

Ty

Ainsi le développement (1) permet de renfermer ¢ (a) entre deux

0,707

limites dont la différence est approximativement ’T-

Soit a=4, on voit que a,; < a < @;; et nous trouvons

@ (4) > 1149 400,605,
@ (4) < 1149 400,782.

8. Nous ferons voir encore comment on peut pousser plus loin
I'approximation et obtenir une valeur trés approchée du terme com-
mentaire Ry.

Reprenons la formule

Rn=132(§n_ l)f x—-2nex2dm=l'3"‘2';’gilﬁ 1) x—"—t et
a, a,
ou
1.3...@n—1) , [ ¢
Bn="gdtpt [ 1 apmd®
(1+5)
7
al—n
En posant
0
er
ay ... ... An=/ mﬁdﬁc
n)

A ! ettt ; B=/v(l-|——i),‘ndx
n

nous aurons

1.3...2n—1)
(13) SUSoL Fo s o Rn= ~—21T+.1_n71—'*‘i—— er [An + B].
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Il est visible que A, est une simple constante numérique qui dépend
seulement de l’entier n, et qu'on peut développer de la maniere sui-

vante
4 . . . ... ao—k 4—7r‘4— 4.
1
G + 62
Ly ed8y
' 10807
v — _ 353
2T 90720’

1428
%=+ 1088640

D’autre part, on voit aisément qu’on a

— Q ,Q , Q
g . . . ... B=Qi4rpey
Qo» Q1) Qa, ... étant des polyndmes en 5 qui s’évanouissent pour =0,

Qr du degré 2k 41 étant divisible par »*+1. Ces polyndmes sont fa-
ciles A calculer, et on trouve

Q =1,
Q n? (—fl;" n 71‘) )
e . . . . %=ﬁ%%—%ﬁJ%
Q=17 <‘3;—6 (e 21818 *+ 210 240 651)

Ce développement de B est convergent sous la condition | % | < n
et comme on peut choisir # toujours de manitre que | 4 | < } la con-
vergence sera rapide et on peut évaluer facilement cette quantité avec
toute approximation désirée.

Il est clair qu’en substituant les séries (14) et (15) dans la formule
(13) on obtient un développement de R, qu’on peut rapprocher de la

. 1
formule (9). La seule différence est que le facteur o se trouve rem-
n
.2n— 1)

placé par 2n+1 nki ¢ or daprés la série de Stirling on a:
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il g bl e o
Van  ontlgnti = ’

el 2_1 Bl 23—1 B2 25—'1> B3
@_( ’2_’) 1.2n_( 23 ) 3.4n3+( * /568
en sorte qu’il est facile de passer de I'une des formules A I'autre.
Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9),
d’abord les polyndmes Q sont plus simples et plus faciles A calculer que
les polyndmes P et ensuite nous savons maintenant que la divergence

de la série A, 4 B provient uniquement de la partie A, qui est in-
dépendante de 7.

9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer A, avec une
approximation indéfinie, c’est de prendre =0 ou a =Vn daus les
formules précédentes. Il vient

an . . . . e(Vu)=T,+Ty+... 4+ Ta+ Ay Trys.

1l faut calculer alors ¢ (V'n) a I'aide de la série convergente
. ad a®
AR S 8 s

Nous avons trouvé ainsi

- Ax
1 0,15231 80276 5
2 0,15987 27953 6
3 0,16227 85380 7.

D’autre part les quatres premiers termes de la série divergente (14)
donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections
nécessaires)

0,152046 4 0,00027 2

0,1598388 4 0,00003 40

0,16227 04 ~+ 0,00000 81.
On peut juger par 1a de approximation que I'on obtient pour de plus
grandes valeurs de n. Dans le calcul de ¢ (4) on a besoin de la con-
stante A;;, et on trouve 2 une unité prés du 8#me ordre

@ (4) = 1149400,63458993.



LI.

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 103, 1886, 1243—1246)

Sur les séries qui procédent suivant les puissances d’une

variable,

(Note, présentée par M. Hermite.)

Considérons une fonction

[ @)= Z ay T

dans l'intervalle 0 <z <1, la série étant convergente pour x=1 On
doit prendre, comme définition de £’ (1),

£’ (1) = lim %@ im & = 1).

Mais /' (1) n’existe pas nécessairement, comme le montre l'exemple
suivant. On a

A Y

coS (log 1= ) = Omai.

0
©

sin ( ) E Cn X",
0

Je dis que les coefficients by, ¢, deviennent infiniment petits. En
effet,

II

(-1{-90)" = i (bn i ) 2
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donc

b+ on iG+1...¢+n—1)

R Seent X
1 1 1 1
e B _aa” N = - At W il
bf+%—WFQ+IJG+YJ”{L+m_D4
On en conclut
1 j/en—e—= 1 1/en—e—=
Ib"l<—n—V—2;z—_’ lc"|<'ﬁ T 2x
lim by =0, lim ¢, = 0.

Posons maintenant
D0
f(x)= 2 'anxn,
0

oll @y =cn—cn—1. Alors on trouve, pour x =1,
f=lim@ +a,+4... +an=limec, =0
et ¢videmment, pour 0z < 1,
[(x) =1 — 2) sin (log itid, )
l—2
Par conséquent

fA—7Ff@_ . 1
1 —g — —sin (Iog 1— x)

Le sinus oscillant entre —1 et 41, on voit que 7’ (1) n’existe pas
L’exemple

F= Vg it R S

2 2.4 “ffbﬁ—”'

) — f

est plus simple ; mais, dans ce cas, croit au dela de toute
1—x

limite en restant constamment négatif. Il conviendrait alors, peut-étre,
de dire que la dérivée existe et que f/ (1) = — .
Mais ici se pose maintenant une question délicate.



SUR LES SERIES QUI PROCEDENT SUIVANT LES PUISSANCES D'UNE VARIABLE. 71

Supposons que f'(1) existe et ait une valeur finie, peut-on en con-

clure que
lim/f' @z =1=/f"(1)?

Nous ne le savons pas. Nous n’avons pas rencontré un exemple qui
eit montré que cela n’est pas vrai.

En posant
e B
k
on a
L= =)

1

F@=") nn—snt)a 1
1l

o)
h Y £ 1
Dans le cas ot la série E s, est convergente, on a
1

lim82+283+;1"+ns"+1=0

’

comme M. Kronecker vient de le démontrer ’).
Or on trouve

1)—
[%:gg—f’(x)=(1—x)[sg+283x+3s4x2+...]
et 'on en conclut, d’aprés une proposition de M. Frobenius %),

') —limf’ @xe=1=0.

]
Ainsi, lorsque la série X s, est convergente, la fonction f(x) admet
1

une dérivée qui est continue dans l'intervalle 0=z = L. Mais il reste
douteux, si cela reste vrai, sous la seule condition que 7’ (1) existe.

1y Comptes rendus, t. CIII, p. 980.
2) Journal de Borchardt, t. 89, p. 262.
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Remarquons que, réciproquement lorsque f’(x) tend vers une
limite A pour x =1, on peut en conclure

lim Tx* —f (1)—A.

Mais cela résulte déja de la continuité de f(x) et de la supposition re-
lative & /' (@) et ne constitue donc pas une propriété nouvelle, spéciale

@0

. - . ! . = n
aux fonctions qui sont représentées par une série Y  an z".

0



LII.

(Acta Math., Stockholm, g, 1886, 385- 400.)

Sur les racines de I’équation X, =0.

1. Nous aurons a invoquer dans la suite une proposition d’algebre
que nous allons établir tout d’abord.

Soit
¥ mm
X=X air%: Tk
11
une forme quadratique positive des variables z,, y, ..., Zm

On sait que les coefficients ai; sont positifs. Nous ajoutons mainte-
nant la condition que les autres coefficients a;x soient tous négatifs
ou nuls.

Considérons les m équations linéaires

a . . . .-;-§§=ailxl+a.-2x2+...+a.-,,,xm=5,-.

==A10 2L RN

Nous supposons que les quantités &; sont toutes positives ou nulles.
Dans ces conditions on peut énoncer la proposition suivante: , Aucune
des valeurs de @, @y, ..., zn tirées des équations (1) ne peut &tre
négative, et si les quantités &, sont toutes positives alors z,, @,, ..., Zm
le sont aussi.” :

Dans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial

§1=§2—_—- vo=Em =10

dans lequel on a aussi

Bh—="Ty—" " = =101
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On a ]

m
?Eixt': Aix TiXy

=M3

et il est clair par la qu'au moins un des x; doit étre positif car le se-
cond membre est positif. ‘

Mais supposons que

2y 57 00n el rah
soient négatifs ou nuls, et
Lntly Tnt2y «ovoy Tm

positifs.

Dans la relation

(2) . %Eix":

— M
=M=

m
@ik Ti T 4 Elxi @1i%y Fa2i 2o+ ... + ani 22)
n

le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second
membre la premiére partie .

- M=

n

Z @ik Xi Tk

1

est nulle ou positive, et il en est de méme de la seconde partie

m
flx.- (@1: 2+ agi Ty + . . . F Qi Zn).
n

Par conséquent les deux membres de la relation (2) sont nécessairement
nuls tous les deux, ce qui exige:

H==...=xn=0.
La premitre partie de notre proposition se trouve établie par 1. Pour
démontrer aussi la seconde partie nous observons qu’en supposant

= =...=2,=0

Xnd1y; Tng2y «ovy T

positifs les n premiers équations (1) montrent qu'on a
@) . s s N e
dés que !'un (et seulement un) des indices 4, k surpasse n. Et ensuite
il est clair qu’on doit avoir

§1=52=- =N =—1()}
Cette derniére conséquence démontre la seconde partie de notre pro-
position.
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Les équations (8) font voir que dans le cas exceptionnel que nous
considérons on a

m m
Qi TiTk + = X @ik TiZe

n
X= 3
1 nt+ln41

=M

en sorte que X se décompose directement dans la somme de deux
formes quadratiques positives des variables x,, %, ..., #n €t Tnq1, a2,
coupBmy L€ CA8 B == ... =2 =0 se présente alors di&s qu'omn
prend )=, =/ == 5/ =0.

D’aprés ce qui précede il est clair que lorsque X ne se décompose
pas directement dans la somme de deux ou d’un plus grand nombre
de formes quadratiques d’un nombre de variables moindre que m, alors
Zyy Xy, ..., Tm SONt tous positifs, méme dans le cas que quelques-uns
des &; sont nuls.

Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par Dy les
mineurs de D en sorte qu’on a ’

Dxi=&D1i 4 &EDoi+ ..o+ 6m Dons

alors aucun des mineurs D;; ne peut étre négatif. Et si le cas excep-
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les Dy sont positifs.

2. Supposons que sur 'axe des abscisses O X on ait dans les points
A et B dont les abscisses sont — 1 et 4 1 deux points matériels fixes,
la masse du premier en A étant a, celle du second en B, g (¢ >0, 8> 0).

Imaginons encore n points matériels de masse égale 2 1, qui peuvent
glisser librement sur I'axe et placés entre A et B. Supposons enfin que
deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses
et en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une
position unique d’équilibre pour les n points placés entre A et B, et
si I'on désigne leurs abscisses dans la position d’équilibre par

AR e S R S T S
Zy, %y, -.., Xn sont les racines d’une équation
?@)=0

@ (@) €tant un polyndme du degré n défini par ’équation différentielle
®) . . A—2)e"@+2[a—p—(@+pha]¢ @)+ Co)=0.
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C est une constante dont la valeur est

nn+2a+428—1)
comme on le trouve en cherchant le coefficient de z* dans le premier
membre de (5).
C’est Ia un cas particulier d’un théordme démontré dans ce journal,
t 6, p. 821 et suiv. 1)

3. Les racines z,,z,, ..., , dépendent de a et et 'on peut les con-
sidérer comme fonctions des variables a et 8 qui doivent rester toujours
positives,

Lorsque a et § varient d’une maniére continue, w; varie aussi d’une
maniére continue et comme deux racines ne devu.nnent jamais égales,
leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera jamais changé.

Nous allons démontrer les inégalités

(6) ST o]
© "j;' <o
En effet, les quantités , , ..., 2, dépendent de a et de B par les relations
i';jj—l'f' ‘_1+ + -+ -—lxi_{+xg—1xi+i+"'
iy 2y
t=1, 2, ..., %)

En prenant les dérivées par rapport 3 a on obtient pour les gf le sy-

stéme linéaire suivant :

a a?l. 1
B 1 4a 2w 'la 2 IR x2+ -}-a,,‘—‘izmi_{_l
‘ﬁ (z_l,2,...,n)
0
o R o S S (USRI SNV SY
T (e +1)3 (oc—l)2 x1)2 T @i—zioa)® T @i—mig)?
1
T o
Aik = Ari = =
(i — zr)?

1y I, b. 436.
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Ce systéme rentre évidemment dans le type des équations (1) car la
forme quadratique

n n n
??alkXth-— ((x +1)2+(x 1)2)X + )2(Xt Xk)
est positive, et x; + 1 est aussi positif.
Les valeurs de bxl’ bxg e S et tor Tonies positives.
da’ da da

On trouve de la m&me maniére

Om Oxz i _ h1
231 ()/3 e A +0m —m

(1,_1, ORI 5 )

Ici les seconds membres sont tous négatifs, et il en est donc de méme

axi.
op

des valeurs des

4. Considérons le cas particulier a =g, en sort2 que z; est fonction
de la seule variable a. Il est clair d’abord qu’on aura
X +xn=x2+xn_1::x3+m,,_"2= ... =0.

Ainsi en supposant n=2m ou n=2m 4+ | il suffira de considérer les
racines positives

By, Byy oo o B
Nous allons démontrer qu’on a toujours
dx,
el . 4 -LAFLLT,
(i:l, 2, ..., m)
En effet supposons d’abord n=2m, on aura
a 1
(10) E+—l+xv—l+2x +5c——x+ +x—x,_1+x,—zg+
1 1 1
| e e oy i =0
xs—xm+xi+ wl+ +xi-|-xi_1+xi+xi+1+ +_:t”»i-l-'ﬁc“-m
(=102 kS 1)
d’ot 'on déduit
R L d% o dTm 2 i
(11) ol o e i da -l"azZ a-}-...—}—a,m - _—1_T2
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en posant
Ais = (x1+1)2+(x __1)2+ +P'+Ql
ey s 1 Lis 1
g == Sy (xi+xk)2 (@; — xp)?
1
The= (i — z )“ + + (i — 2i—1)? + (x = xz—l—l)z + + (xi— xm)"

1 1
L2 =(x.~+:v1)2+"'+ (xf+x;_1)2+(xi+xi+1)2+'"+ @i F )

Le systeme (11) rentre encore dans le type des équations (1) car
aix est négatif et la forme quadratique

mm 20

1
??aikXiXk=Z((x+l)2+ l)*+2—x?+2Q")X

e ]
+ Z’ 2—’ ((xi —zF (@ + xk)z) (X -— Xp)?

est positive. Mais les seconds membres dans le systéme (11) sont tous

négatifs et I'on a par conséquent

dx,-

da =

Dans le cas n=2m + 1 on aura x4, =0, et

a a 3 1 1 1
(12 55+7+m+ﬁ+x—x+ T x¢_1+x-—x,~+1+"'+x,~—xm
e -|—x1+ +x,—|—x._1+x,+x+1+ +xz+xm B
G=1, 2, ..., m

La seule différence avec les relations (10) consiste , comme on le voit,

- Ce terme

3 : 1
dans le terme -~ qui est venu remplacer le terme
2x; 2z

= Lo, W
z; 2@ T

provient de I'action des deux points matériels dont les abscisses sont
—z; et 0.
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. e o - dxi
On trouve les équations linéaires suivantes pour les d—a'

dx, G%m 2%
G e My

((F51

a a 3
Qi = (x,-{— 1)2 + (x,-—l)“’ + 2x? +P¢+Qi

G=1, 2, ... m)
v ok i Ml
R == i an (i — ma)

et I'on en conclut les inégalités (9) comme tout a I'heure.

5. Les démonstrations des propositions exprimées par les inégalités
(6), (7, (9) que nous venons de développer, nous semble la plus simple
si 'on n’a en vue que ces inégalités ellessmémes. Mais nous avons re-
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d’une proposition
d’un caractere plus général, 3 I'occasion d'études sur la quadrature
mécanique de Gauss.

6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui
découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9).

Supposons d’abord

1 1
2
I'équation (5) devient
1—2)¢" (@) —2z¢ @ +nnt+1)p@)=0

ainsi z; est une racine de I'équation obtenue en égalant A zéro le po-
lynéme X, de Legendre.

Prenons ensuite

Y 3T
= _#
l—2)e" @+ (1—2x)¢'@+nn+1)ep@)=0
ou si I'on pose

On a

x:cos@,
@ (x) cos ; =y,

fé-+(n+ ; )2y=0,
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donc

cos (n -+ —;—)6

c0S - o
et par conséquent
T e 4 1
Dans le cas
1 3
a= 7, b

on trouve de la méme maniére

x = cos ¢,

sin (n -+ %) *)

T
Sln"z—Q
x-;cos 21”—
T 241

Mais d’apres les inégalités (6), (7) il est clair que la valeur de z; qui

1 1 . .
correspond 3 a = 91 B= 4 doit etre plus petite que la valeur de z;

3 1 1
pour a= 7, =, et plus grande que la valeur de z; pour a=-r,

3
="
Ainsi on a la limitation suivante pour la racine z; de I'équation

2=

29 n Q2t— D=
Ay .o L L. .cosg—ﬁ+1<x.<cos 2n—|T

Cette proposition est due & M. Bruns qui I’a obtenue dans le tome
90 du Journal de Borchardt, p. 827,

7. Nous pouvons obtenir des limites plus étroites A 'aide de 'iné-
galité (9).
Prenons en effet

|
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on trouvera

T=cos ¢,
@ (x)=cosno,
Qi—1)=
Ti =008 o
et en second lieu
3 3
a=_4_1 ﬂ':Z,
on trouve
T=Co08 @,
_sinm4+1)g
‘p(x)_ Sin(P ?
B B8 — -
T 1

D’apres les inégalités (9) on en conclut la limitation suivante d’une
racine positive de I'équation X, =0:

e ]

N
B stesanta’™ls ot finscos o

_I_1<x,<cos

Pour une racine négative on aurait évidemment

z—l)n
z-{-1> >cos 2n

Soit =10, on a d’aprés (4)

cos

limites

0,98883
@ 0,03326
0,95557

0,90097
%, 0,07473
* 10,82624

0,73305 .
g 0,10956
0,62349

0,50000
x, 0,13466
0,36534

0,22252
5 0,14779
0,07473
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et d’apres (B)

limites
0,98769

z, { 0,02820
0,95949
0,89101

% { 0,04976
0,84125
0,70711

o 0,05225
0,65486
0,45399

, 0,03857
0,41542
(0,15643

T 0,01412.
0,14231

8. La proposition d’algebre démontrée dans le n° 1, ou plutét le
corollaire que nous en avons déduit, se trouve lié étroitement A une
question qui se présente dans le probléme de la distribution d’électricité
sur un systeme de conducteurs.

Soient A;, Ay, ..., An les conducteurs, ¢, ¢,, ..., en leurs charges
respectives et V;, V,, ..., V, les potentiels correspondants.

On a

(a) e e e e e e V,'=p,-1 6 +p¢2 82-]— ...—l—pimem

(=1, 2, ..., m)
et réciproquement
(ﬂ) e e e e .6 =(5 V1 +q:‘2V2+---+Qimvm

(U= B o))
(Maxwell, Traité d’électricité et de magnétisme, § 87.)

La forme quadratique
X Qi Ti Xk

est positive. Le coefficient positif ¢;; est la capacité du conducteur A;
tandis que ¢ix est un coefficient d’électricité induit et négatif.

Le systéme (§) rentre donc dans le type des équations (1), et d’apres
notre corollaire les coefficients du systéme (a) sont donc tous positifs,
ce qui est bien connu et ce qu’on établit directement 2 'aide de la
théorie du potentiel.
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Mais le systéme (f) n’a pas la meéme généralité que le systéme (1)
car on a entre les coefficients g;x les relations
gin+qie+...+qin=0
(i==1, 2, ..., m)
tandis que dans le systéme (1) on n'a pas nécessairement les relations

correspondantes entre les air.
Mais aussi dans le systeéme (a) les p;x ne sont pas seulement positifs,
la théorie du potentiel montre qu’on a en outre

Pii = Dik
D’apres cela il est fort probable que sil'on assujettit dans Je systéme
rn ... ... ¢oztecesntd.. . Fainen=2%E

G=1,2, ..., m
les coefficients aix A ces conditions additionnelles:
si=apn+aist+...+aim=20,
il en résultera pour les Dy la conséquence
Dii=Dix.

C’est ce que nous allons prouver en effet.

9. Supposons d’abord
s;i >0
(=1,2, ..., m
alors on a
Dii > Dir.
(i=k)
Il suffira évidemment de faire voir que D;; > D;,. A cause de
D, =& D1+ 8 Do+ EmDm
cela revient 2 montrer que pour
&H=+41, gg=—1, £i=0
(i>2)
la valeur de z, tirée du systéme (1) est positive. Or on a

m m
Dt =S 7
1 1

S Qik Xi Tk

4

o k]

m
2xibi=x, — Ty =
1
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d’ott 'on conclut d’abord que les z; ne peuvent pas étre tous nuls ou
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite

X, > Ty,
Donc si ; était nul ou négatif, w, serait négatif. Supposons donc que
RN @00 ot @B (m>n=2)
soient nuls ou négatifs, et
Tn+1iy Tn42, -y Ty

positifs.
On devrait avoir

m n m m
2E5Hi=0=3xi(@nt1iTnr1F ... F AmiTm) + = = air i Tk
n+1 1 n+1n+41

ce qui est impossible car le second membre est positif. On a donc né-
cessairement x; > 0 ou

D11>D12'
C. Q. F. D.

Il est clair maintenant que dans le cas
$i=0
on doit avoir nécessairement
Dis=Dix

car un changement infiniment petit des a; suffit pour rentrer dans le
cas 8; > 0.

10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’on ait
D,; =D,
D’aprés ce qui précede il est clair qu'au moins un des s; doit &tre nul
mais cela ne suffit pas.
En prenant comme tout-a-I’heure

si=+1, fp=—1, &
(i>2)

Il
(=)
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la condition D,, =D, , revient & z, =0, et les inconnues x,, z. ..., Zn
se trouvent déterminées par le systéme

‘azz To+ag3 g+ ...+ azm Tm =—1,
(1) Agy Ty + gz g+ ...+ dsm Tm = 0,
Ame Xy + Amszs+. . FGmmaxm = O.

Deux cas sont A distinguer.
I. La forme

Ak Xt Xk

o M3
oM

ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes qua-
dratiques d’'un nombre de variables moindre que m — 1.

Alors x,, xy, ..., xm seront négatifs, d’aprés ce que nous avons vu
dans le n° 1. Et comme on a

m
§§s=0=32x2+83a'3+...+smxm
on en conclut
o8 sl [ L w=0, Ho—10N R o = )

Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifides, il est clair
que le systeéme (1) donnera z, =0 ou D,, =D,, car on trouve

m
81x1=251‘=0
1

et s, n’est pas nul.
II. La forme

m m

DRI A s 8
2 2

se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs for-
mes quadratiques.
Alors les variables

x2, xs, se ey Tm
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se décomposent en plusieurs groupes. Soit
xg, xB, e ey XTn

le groupe dans lequel se trouve z,.
Le systéme (1') se décompose en deux systemes relatifs aux deux

groupes de variables

xQ, x3, ooy Xn,
xn-{—]_, ey Xm
et on voit qu'on aura:
zy < 0, el o B i < (U
Tnt1=Xnyo=...=Tm=0.

La relation

O=S2xz+. .. +Smxm
permet donc de conclure:
(b) . e . . . 82=0, 8320, ceey 8n=0-

Réciproquement, si les conditions (b) sont vérifiées et qu’en outre on
a identiquement :

mM§
oM 3

n n m m
(O A0 ERA = 031 P B4 —l—- 3 2 aiTiTk

2 20 & n4+1n+41
alors le systeme des valeurs de z,, 3, .. ., Zn tirées des équations (1),
joint & la valeur z, =0, satisfait au systeme (1) et 'on a par consé-
quent D;; =D,,. Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la
premiere des équations (1), ou bien I'équation obtenue en prenant la
somme des équations (1). Or cette derniére

$1% + Syt F SmTm =0

se trouve vérifiée évidemment,

Nous avons supposé ici n < m, pour n=m on rentre dans le pre-
mier cas; et 'on a le résultat suivant.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que

Dy; =Dy,
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consistent dans ce que, pour une valeur spéciale de »

2=nsm
on ait
([N Em o s PO == 0% SR 5= ()
et
Aont1 = Qont+2 =...=0m=0,
(D) e so o ope (OBRFL = G8aga = =Gam =0,

Apnt1 = Annt2 =— ... =an,m=0-

Dans le cas n =m les conditions (II) disparaissent.

87

11. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n’est pas permis

de conclure que les valeurs de x,, ..., z» sont négatives, car la forme

i Xi Tk

oM
M3

pourrait encore &tre décomposable. Mais si cela eut lieu, il est clair

que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur

plus petite du nombre n.

Si donc nous supposons que # soit le plus petit nombre pour lequel

les conditions (I) et (II) sont satisfaites, on aura

xy < 0, LS O RPN <A O
Tn41=Znf2=... = Tm =20
et & cause de
Dxz;=Dii—Do:

nous pouvons donc ajouter:

la condition D,, =D, , entraine nécessairement les relations

D1:<Dagi
DOME U==+2u 8. e 5 My

Dii=Dy;
pour @ > n.
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NorTE.

Apres avoir terminé la rédaction de cet-article, je viens de prendre
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par
M. A. Markoff, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L’auteur y
déduit d’abord la limitation des racines de I'équation X, =0 déja ob-
tenue par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la premiere
fois, la limitation plus étroite (B).

La démonstration que j’ai donnée est différente de celle de M. Mar-
koff, mais une seconde démonstration 2 laquelle j’ai fait allusion seu-
lement dans le n’. 5, ne differe pas au fond de celle de cet auteur.
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(Bull. Sci. math., Paris, sér. 2, 11, 1887, 46—51).

Exemple d’une fonction qui n’existe qu’a l'intérieur d’un cercle,

La notion d'une fonction d’une variable imaginaire pour laquelle le
domaine de la variable est nécessairement restreint par la nature méme
de la fonction est d’une si grande importance qu’il ne semble pas inutile
de donner un exemple d’une telle fonction, méme dans un Cours o il
serait impossible d’exposer les recherches de MM. Weierstrass, Mittag-
Leffler, Poincaré sur ce sujet.

Peut-&tre trouvera-t-on 'exemple suivant assez simple pour remplir
ce but.

1. Soit a une quantité dont le module est égal a 'unité On a
z , 2, 2B
=i i+ 54.

La série est convergente sous la condition mod z =¢ < 1, et le cercle
de convergence est un cercle C décrit de 'origine comme centre avec un

¥4
a —

rayon égal A 'unité.
En remplagant chaque terme de la série par son module, on voit que

il & b2/

mod = .
a—z— 1—p
Prenons maintenant une suite infinie de quantités
Ay Aoy Agy ooy Any o
dont le module est égal a I'unité, et posons

e e o .f(z)=i:7ll§(anz_z).

1




90 EXEMPLE D'UNE FONCTION QUI N’EXISTE QU’A L’INTERIEUR D'UN CERCLE.

En supposant mod z=p < 1, la série est évidemment convergente
et l'on a

e o)

mod f(s) < 12— 1

l1—op - s

Développons -~ suivant les puissances croissantes de z, il vient
an =l

o= Z+5+5+.
1 /2 & &
to(ntats+)
1 (e =i gt
to(htatat)

La série double restant convergente quand on remplace chaque terme
par son module, on peut prendre les termes dans un ordre quelconque.
En particulier, il est permis d’ordonner suivant les puissances de z; la
fonction £(2) peut se mettre sous la forme

@ . . . ... .. f(z):Zc,,z",

et le rayon de convergence de cette série est égal a I'unité. 1l est clair
aussi que le module d’un coefficient quelconque ¢; ne peut surpasser la

constante Z nid =1,202....

2. Nous allons étudier maintenant la maniére dont varie la valeur
de f(2) lorsque 2z s’approche d’une certaine manitre de la circonférence
du cercle de convergence C.

Mais il faut d’abord préciser les valeurs des constantes

A Byy o o Mg B s
Si I'on représente ces quantités dans le plan par des points
Pl’ P2’ ve ey P‘n, ¢ 0.

ces points se trouvent sur la circonférence du cercle C.

Nous prenons a,, o, de maniére que P, et P, se trouvent aux extré-
mités d'un diameétre du cercle.

Nous choisissons ensuite o, o, de maniére que la circonférence se
trouve divisée en quatre parties égales par les points P, P,, P,, P,.
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En continuant ainsi, on choisira a;, a5, a;, a5, de maniere que les
points P,, P,, ..., P, sont les sommets d’un polygone régulier de huit
cOtés inscrit dans le cercle.

Généralement pour k=2"—1, on devra prendre

Qr41y Qr42y -0y A2k,
de maniére que la circonférence C se trouve divisée en 2k parties égales
par les points P;, Py, ..., Pas

Ayant défini de cette maniere la suite infinie

Big) Oy Glgy Al o BNk e+ 5
il est clair qu’on trouvera toujours un nombre infini de points P sur
un arc quelconque de la circonférence, si petit qu'on voudra le choisir.

Il importe de trouver une limite inférieure de

mod (e, — as)
(r>3)
Le nombre q, doit se trouver dans une des suites
Or41y Q425 « o0y B2k,
(H=12250))
et il est évident qu'on peut prendre alors pour cette limite inférieure
le coté du polygone régulier de 2k cotés inscrit dans le cercle,

T

— ) = 2si
mod (e, — as) = 2sin 9%

et, par conséquent,
44
mod (@, — a 2 8in 5—-
( r 3) > ) 9 r
Pour simplifier, nous remarquons que 'on a

2sinx >z,
tant que x ne surpasse pas Z ; donc
JT
) T U S mod(ar—as)>«2—r-
(i>ns)s

8. Envisageons maintenant un nombre a; quelconque et posons

g =Qaru,
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u étant réelle et positive. Le point P qui représente z se trouve alors
sur le rayon OP; En faisant tendre u vers I'unité, en croissant conti-
nuellement, le point P s’approchera indéfiniment du point P, de la
circonférence C.

On a, d’apres (1),

ro =34 ()

ou bien

@ . ... f(am)—;}(liu)=F1(u>+F2<u>,

€én posant
it _ axu
3 \an —aru

ool
E (e )
+ an _— ak U
Daus l'intervalle 0 <« < 1, la fonction F, (u) est évidemment finie et

continue; nous allons voir qu’il en est de méme de F, (u). Remarquons
pour cela d’abord que

mod (

Ar U < __ 1
an—aru/ —mod (@, — ar)
Pour le mettre en évidence, joignons par des droites le point P, qui

—
représente a, avec O, P et P et posons P;0 P, = ¢.

A causedeu<1,ona
4uzsin2,}zp§(l+u)2sin2%zp—}—(1—u)zcos%q):l—Zucosw—{—u?;
donc
u < 1 X
V1—2ucosg fu2 = 2sin}e

Mais cela revient A la limitation indiquée, car

modaru=0P —u,
mod (a» —axu) =PP, =V1—2u cos ¢ + «2,
mod (@, — az) =P, Py =2sin } ¢.

Dans la série F, (u), I'indice n est plus grand que %, et, a I'aide de (3),
on trouve, par conséquent,

2
mod——( .7t—7'l2’

= QrU )<

— Ak U
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! ; 2
et cela dans tout I'intervalle 0<% <1. La série 2 == étant conver-

gente, on en conclut, d’aprés un théoréme de M. Weierstrass (voir
Tannery, Théorie des fonctions d’une variable, p. 185), que la série

B
irnt\an—aru
est absolument et uniformément convergente dans I'intervalle 0 Su<1.
La fonction F, (x) est donc finie et continue dans le méme intervalle,
et lorsque % tend vers l'unité, F, (u) et F, («) tendent vers les valeurs
finies F; (1) et Fy(1). En posant F, (1) 4 F,(1)=A, I’équation (4) nous
montre donc que :

lim [f(ak ) —%3- (1—"1‘7)]“:1: A.

On voit par 1a que, lorsque la variable z s'approche indéfiniment de
la valeur a; en conservant constamment le méme argument que ay, alors
la partie réelle de

f(2) :icnz"

est positive et croit au deld de toute limite. Au contraire, la partie
purement imaginaire de f(z2) tend vers une limite fixe.

4. Soit maintenant (z,, P,) un point quelconque 2 l'intérieur de C;
ona

P& =r)+ree—z)+ T oy

et le domaine de convergence est un cercle C, décrit de P, comme centre
avec un rayon au moins égal 3 1 — mod z,.

Mais il est impossible maintenant que ce rayon soit plus grand que
1 —modz,, de maniére que l'intérieur de C, tomberait en partie en
dehors du cercle C.

En effet, dans cette supposition une partie de la circonférence de C
se trouverait a 'intérieur de C,. Prenons un point (ax, Px) sur cette partie
de la circonférence C (il y en a une infinité). La valeur de f(z) devrait
&tre finie pour z =a, et, lorsque le point z s'approche de P suivant le
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rayon vecteur, la valeur de f(z) devrait tendre vers cette valeur finie
de £ (ax).

Mais nous savons que cela n’a pas lieu, la valeur de f(2) ne tend pas
vers une limite finie, parce que sa partie réelle croit au dela de toute
limite,

En considérant la fonction f(2), le cercle C forme donc bien la limite
naturelle pour le domaine de la variable z. Il est impossible de continuer
cette fonction en dehors de ce cercle.
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(Nouv. ann. math., Paris, sér. 3, 6, 1887, 210—215.)

Note sur la multiplication de deux séries.

Supposons qu’on ait deux séries convergentes

s=u+u+u+...,
t=v, +v4v4....

Lorsque ces deux séries sont absolument convergentes, on sait que
la série Zu, vy formée par les produits deux 2 deux de leurs termes,
€crits dans un ordre quelconque, sera absolument convergente et égale
a st (Jordan, Cours d’Analyse, t. I, p. 110).

Dans la suite, nous supposons que la série

t=v+ v+ v4+...
est absolument convergente; mais quant 2 la série
s=u +u+u;+ ...,
nous ne supposerons rien de plus que sa convergence.
Dans ces conditions, la série Zu,v s n’est plus nécessairement abso-
lument convergente, et par conséquent il faudra préciser I'ordre dans

lequel on effectue la sommation.
Ecrivons pour cela les termes 4,4 dans le Tableau suivant

Uy Vyy UpVy, Uy, U Ty ooy
Uy Vgy UgVy, U3Vy, UyVy, ...,
Uy Vg, UgVg, UgVg, UV3, ...,
Uy Vyy UgVyy UgVyy UgVyy ..oy

oy « e ey e ey v eey ey



96 NOTE SUR LA MULTIPLICATION DE DEUX SERIES.

ou, plus simplement, en indiquant les termes u,v4 par des points

(4)

Tracons maintenant dans ce Tableau (A) une courbe C qui est coupée
en un point seulement par une droite horizontale, et prenons la somme
de tous les termes u,vg qui se trouvent du méme c6té de cette courbe
que %, ;.

Si maintenant la courbe C se déforme d’une maniere quelconque en
s’éloignant indéfiniment, mais 2 la condition d’avoir toujours une seule
intersection avec une droite horizontale, nous aurons fixé par 1a 'ordre
dans lequel on doit prendre les termes de la série Tu,vg. Nous allons
faire voir qu’on a alors

Zu,vp = st

Soit L la limite supérieure des modules des sommes
Uy,
Uy + Ug,
Uy + g + Uy,
u +
o ol liatie G

et ¢, la limite supérieure des modules des sommes

Unt1,

Uni1 4+ Unte,

Unt1 + Unt2 + Unys,
Unt1+ Ung2 + Unts + Unty
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. 1
Alors L est finie et ¢, converge vers zéro en méme temps que -, » parce

que la série s = u, + u, + u; + ... est convergente.
Soit enfin 7, la limite supérieure des sommes

mod vp 41,
mod Vn+1 + mod Vn+2,
mod vn+1 -+ mod vy 42 4 mod v, 13,

Comme nous admettons que la série
T = mod v; 4+ mod v, + mod v; -} ...

est convergente, 7, converge encore vers zéro en méme temps que !
Posons maintenant

Sn =1U + U+ ...+ Un,
th=v,+ v+ ... 4 vn,
et prenons dans la série Zu,v4 un nombre de termes assez grand pour
y retrouver tous ceux du produit Slralint
La courbe C enveloppera alors le carré

L . LY . .

u
W e . 2| * °p
uj !;Y' . . ‘#11;1 . .

et, si nous prolongeons le coté horizontal inférieur jusqu'a I'intersection
avec C, nous aurons

I 7
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(Zuqgvg)c =sutn+ P4 Q.

Pi= v (Un 41 Unge+..0)
+ v Unt1+ Uni2 .. )

F V0 (Untr 4 Uny2 ..,

Q= vnpar(y +uy+u;+...)
F vnpe (4 5+ )
+ vngs(uy +ug +ug+..0)

D’apres ce qui précede, on a évidemment
mod P < ¢, (mod v, 4 mod v, + ... 4 mod. v,) < Ten,
mod Q < Ly, 6
d’ol I'on conclut, pour n = o,
lim P =0, limQ =0,
et, par conséquent,

Xu,vp=1limsnt, = st.
C. Q. F.D.

APPLICATIONS.

I. Prenons les deux séries

(. . . .. fe=ag+tagzta2t+ae4...,

@ - - o g@=bF bbbt
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