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AVERTISSEMENT.

Nous donnons ci-apres la seconde et derniere partie du recueil des Oeuvres

completes de StieVje*. La publication du present tome s est trouvee, a notre

grand regret, retardee par diverses difficultes exceptionnelles, nees des evene-

ments actuels. Certaines pieces contenues dans ce volume, nous paraissent

appeler les observations suivantes.

Dans les papiers laisses par Stieltjes, nous avons trouve trois memoires

N&quot; 82 84, dont 1 interet nous a semble suffisant pour justifier leur insertion

dans ce recueil. Le premier de ces memoires n etant pas entierement acheve,

nous nous sommes permis de le completer par 1 adjonction du dernier para-

graphe (9). Diverses Notes terminent le volume. Celles que nous appelons

,,Notes de 1 auteur&quot; ont ete trouvees, ecrites de sa propre main, en marge

de certaines de ses memoires imprimes, tandis que les Notes (C) sont celles

que M. Cosserat a ajoutees a sa Notice sur les travaux scientifiques de

T. J. Stieltjes.

Comme cet oeuvre touchait a son terme, nous avons eu a deplorer la perte

de M. E. F. van de Sande Bakhuyzen qui formait avec nous la Commission

chargee de la presente publication. La collaboration du defunt nous avait ete

d autant plus precieux qu il fut jadis 1 ami intime de Stieltjes. II etait aussi

le notre, et c est a ce titre que nous avons pu appecier les hautes et rares

qualites de notre collegue, et que nous tenons a rendre a sa memoire 1 hom-

mage de nos profonds regrets.

W. KAPTEYN.
}\

J. C. KLUYVER.

S
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XLVIII.

(Paris, C.-R. Acad. Sci
, 102, 1886, 805.)

Sur le nombre des poles a la surface d un corps magnetique.

(Note, presentee par M. Hermite.)

La remarque, due a Gauss, que 1 existence de deux p6les Nord a la

surface de la Terre entrainerait ne&quot;cessairement celle d un p6le neutre,

a e&quot;t6
ge&quot;neralise&quot;e par M. Betti (Teorica delle forze Nevvtoniane). En

consideVant un corps magne&quot;tique limite par une seule surface ferme&quot;e

simplement connexe, il d6montre que le nombre total des p6les estpair.

La methode la plus simple pour traiter cette question a ete&quot; donne&quot;e

par M. Reech dans un article insure&quot; dans le Cahier XXXVII du Journal
del Ecole Polytechnique. L auteur y considere specialementles maxima
et minima de la fonction I/a;

2
-\-y

2
-\-z

2 a la surface d un corps, mais le

raisonnement est general et
,
en 1 appliquant au cas d un corps magne&quot;-

tique, le re&quot;sultat de M. Reech consiste en ce que le nombre total des

p6les neutres est surpass^ de deux unites par le nombre total des autres

p6les. Ce r^sultat comprend en particulier la proposition de M. Betti.

En modifiant lgerement le raisonnement de M. Reech
,
on peut

aussi traiter par cette me&quot;thode le cas ou la surface ferme~e qui limite

le corps est 2k-\-l fois connexe. On trouve alors que ge&quot;ne&amp;gt;alement

le nombre des p6les neutres diminue du nombre des autres p6les est

e&quot;gal
a 2k 2. Comme il y a toujours au moins un p6le boreal et un

p6le austral
,

il s ensuit que le nombre des p6les neutres est au moins

6gal a 2 k.

II



4 RECIIERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

une valeur fmie quelconque, il est Evident qu en cherchant dans le cas

actual une valeur approch^e de R, il est impossible d arriver a un

r6sultat aussi simple que celui auquel on est arrive&quot; pour beaucoup de

series de premiere espece ou le reste R est inferieur en valeur absolue

a Tn . On voit en effet que ,
dans le cas actuel

,
Rn pourra surpasser en

valeur absolue un nombre quelconque de fois T. Ainsi une expression

approche&quot;e
du reste

, qui ne ferait pas connaltre d avance le signe de

cette quantite&quot; ,
donnera toujours des limites trop 6tendues et qui ne

permettent point de tirer tout le parti possible de la s6rie.

Ces considerations indiquent d6ja une autre maniere d envisager la

question, et, dans le cas des series de seconde espece, nous consideVons

que le vrai probleme a r6soudre est la determination du rang du reste

-Rn qui , pour la premiere fois
,
a chang6 de signe. II est 6vident en

effet que Rn varie toujours dans le meme sens
,
en sorte que liquation

Rn= admet une seule racine. Soit n le premier nombre entier sup6-

rieur a cette racine : alors il est clair qu on obtient pour la valeur exacte

cherch6e deux limites dont la difference est Tn . II serait done a desirer

que ce changement de signe de R cut lieu dans le voisinage du plus

petit terme ,
et

,
dans tous les cas que nous avons etudies

,
nous avons

toujours vu se presenter cette circonstance favorable.

Lorsqu on r6ussit a rsoudre 1 equation transcendante

dans laquelle on considere n comme une variable continue ,
avec une

approximation telle, que 1 erreur de la valeur obtenue N soit seulement

une petite fraction
,
on pent aller plus loin et obtenir une valeur appro-

chee dont 1 erreur sera seulement une fraction assez faible de TM . Soient

en effet

N = n-H, O^A&amp;lt;1,

alors cette valeur approche&quot;e
sera

Surtout lorsque n est grand ,
on peut compter d obtenir, en

proce&quot;-

dant ainsi
,
une reduction notable de 1 erreur. On s en rend compte

aise&quot;ment en observant que la ligne dont 1 equation serait ?/
= Rn doit
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presenter un point d inflexion dans le voisinage de n N, parce qu on se

trouve en meme temps dans le voisinage du minimum deTn= Rn _ 1 Rn .

La solution
approche&quot;e de 1 equation Rn se

pre&quot;sente toujours
sous la forme

(B) ...... = + o + - + -+...;

mais souvent il est plus commode de considerer a comme inconnue, et

de calculer d abord les coefficients ft, ft0l ... du deVeloppement

On en deduit ensuite facilement le de&quot;veloppement (B). Ces series

(B) et (C) pre&quot;sentent le meme caractere que la se&quot;rie (A); nous calcu-

lons quelques-uns des premiers coefficients: ces coefficients ne suivent

aucune loi simple et leur calcul devient bient6t tres penible. II parait

done que nous avons re&quot;duit ainsi la discussion de la s6rie (A) au pro-

bleme beaucoup plus complique de discuter la serie (B). Mais eVidem-

ment on ne demande qu avec une approximation assez faible la racine

de RM :=0, et, comme 1 exactitude de la formule (B) croit ne&quot;cessaire-

ment lorsque n augmente ,
il suffit de se rendre compte par un calcul

nume&quot;rique de 1 approximation de ces formules (B) et (C), en attribuant

a a ou a n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour lesquelles
on se servira de la s6rie semi-convergente donne&quot;e. L approximation
obtenue est toujours largement suffisante.

Comme nous 1 avons dit, nous conside&quot;rons la solution approchee

de RM comme le probleme principal a rdsoudre dans le cas d une

se&quot;rie de seconde espece. Nous obtenons cette solution en consideVant

en particulier le reste Rn d un terme Tn dans le voisinage du plus petit

terme, et en developpant Rw lui-meme en s6rie semi-convergente sui-

vant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas ou Ton aurait

besoin d une exactitude exceptionnelle ,
on pourrait se servir de ce

deVeloppement pour calculer avec une grande exactitude la valeur

de Rn.

Mais, dans la plupart des cas, on n aura pas a continuer la se&amp;gt;ie

jusqu au point ou RM change de signe ,
car on obtiendrait ainsi une ap-



6 RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

proximation beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir

quelle est a peu pres 1 erreur en s arretant a un terme quelconque.

Tres souvent les termes que Ton calcule diminuent si rapidement,

que Ton peut ne&quot;gliger
le reste

;
au besoin on calculerait avec une op-

proximation plus grande qu on n en a besoin. Et dans le cas ou Ton

serait
oblige&quot;

de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent

plus rapidement, alors la connaissance exacte du terme ou il faut ar-

reter le dveloppement permettra facilement d 6valuer approximative-

ment les termes negliges.

Dans le cas des series de premiere espece, on a ordinairement cherche

a determiner le plus petit terme: mais on peut aussi envisager (comme

on 1 a
de&quot;ja fait) la question d une maniere un peu diffe&amp;gt;ente et re&quot;tablir

ainsi, jusqu a un certain point, 1 analogie avec les series de seconde

espece.

Soit

T! Ta + . . TM + RH

une telle serie
,
Tlt T2 ,

. . .
,
TM , Rn etant positifs Remarquons d abord

que la circonstance que RM est positif entraine d6ja ne&quot;cessairement que

Rn est infeVieur a Tn et Tn + i; car la relation

Rn 1 -f- RW Tn

montre que Rn_i et RM sont inf6rieurs a Tn .

Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro

poser de trouver le minimum de RM ,
en sorte qu on est conduit a con-

sidrer liquation transcendante

=
dn

qu on pourra remplacer aussi avec approximation par RM _i = Rn.

La valeur de n qu on en tire differe tres pen du rang du plus petit

terme, circonstance qui permet d expliquer la remarque suivante

qu on a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine

d T?

de -

,

n = tombe entre n 1 et n. Alors on aura, d une maniere
d Yl

approch^e, Rn-i^Rn, et 1 erreur sera seulement une fraction faible
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de Rn . On en conclut qu on a aussi a peu pres Rn = \ Tn ,
en sorte que

1 erreur de 1 expression

TI T2 + . ..T_i +iTn

sera seulement une petite fraction de Tw , qui est d autant plus faible

que n est plus grand. Ajoutons qu on peut aussi
,
dans le cas actuel

,

d6velopper Rn en seVie semi-convergente ,
suivant les puissances des-

cendantes de w; le premier terme de ce developpement monlre alors

qu on a

lim Rn : TM = J

pour n = oo.

Voici maintenant les series dont nous avons fait 1 etude. Nous avons

peu insiste&quot;sur les series de premiere espece. Le logarithme integral nous

a fourni le premier exemple d une s6rie de seconde espece. Nous con-

,
r sinau , r^ucosau

7

siderons ensuite les transcendantes / .

2 au, I .

2 du, qui
o o

donnent aussi des series de seconde espece. On a choisi ces integrates,

parce que le resultat auquel on est conduit nous est utile encore dans

la suite.

Nous arrivons maintenant & un exemple tire de la theorie de la fonc-

tion r. Apres avoir rappe!6 en quelques mots le resultat principal des

nombreuses recherches auxquelles a donne&quot; lieu I etude de la serie qui

sert a calculer log F(a), nous consid6rons une autre s^rie, n ayant rien

a ajouter a un sujet qui est si bien expose* dans la premiere partie du

travail de M. Bourguet sur les int6grales euleViennes. La consideration

de log r(ai) conduit a une serie de seconde espece, composee des

memes termes que la serie de Stirling dont nous faisons I ^tude. Le

r6sultat auquel nous arrivons permet de se faire une idee nette de la

maniere dont se comporte la fonction holomorphe Y7~i
l rs(

l
ue ^a va^

riable z decrit 1 axe des y.

Nous abordons ensuite I etude des integrales de liquation diff^ren-

tielle

d*z . i dz .

^?-\- ^- + z=
&amp;gt;

da2 a da

qui se presente dans plusieurs questions de physique mathematique
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L une des integrates

-
i

al a* a&
J (a) i

&quot;

22 22
. 42 22

. 42
. 62

est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donne une s6rie semi-con-

vergente pour calculer J (a) dans le cas ou a est tres grand. Cette seVie

a ete 1 objet d un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardt, t. 56),

qui en a donne le premier une theorie rigoureuse. Nous reprenons

1 analyse de M. Lipschitz : une modification tegere nous permet de pr-
ciser encore le resultat auquel etait arrive le savant g6ometre allemand.

Nous obtenons en meme temps une serie semi-convergente analogue,

qui permet de calculer une seconde integrate de liquation dirferen-

tielle. Toutes ces series sont de premiere espece.

Nous considerons ensuite les deux integrates de liquation differen-

tielle dans le cas ou I argument est de la forme ai. On est conduit ainsi

a deux series semi-convergentes donn6es par Riemann, qui avait ren

contre&quot; ces fonctions dans une question de physique mathematique (Zur

Theorie der Nobili schen Farbenringen , Oeuvres, p. 54, 1855).

L une de ces series est de premiere espece ,
et sa discussion n offre

pas de grandes difficultes; mais la fonction J (ai) donne cette serie de

seconde espece

Dans ce cas, la resolution approchee de I dquation Rn = pr6sente

des difficultys que nous n avons pu surmonter que par une analyse

assez d61icate.

Enfin nous etudions un cas intressant
,
donne par M Schlomilch

en 1861
;

il s agit d une s6rie de seconde espece qui peut servir au calcul

de la fonction

1
e a

et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchee de liquation
transcendante RM= 0.
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ETUDE DU LOGARITHMS INTEGRAL.

1. Le logarithme integral fournit un exemple tres simple d une

serie de seconde espece que nous allons discuter avec soin.

Nous partons de la definition
i

r&quot; du
ha) /

:
;

J log u
o

mais
,
dans le cas a

&amp;gt;
1 que nous avons en vue

,
cette definition a be-

soin d etre precisee de la maniere suivante

T . / r l - du r a du
li (a) Lim

/
- + /

=0 U logw J logw
o

En remplacant 1 argument a par e
a et en posant ensuite u= e

a ^~ v
\

il vient

soo a av \

(1) .... li(e) = c -d*-f /
-dvL

VJ 1 v J i v /

] +

Nous designons ici
,
comme toujours dans la suite, par e une quan

tite positive et infiniment petite.

En employant maintenant I ldentite&quot;

on a evidemment

/I

e
^&amp;lt;

yk t
-av d v _j_

/ v k
t
-i

et il vient

1.2.. . k

m=s / dv+ r v e

J l v J l v
1 + 6
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Comme on voit, En est ce que Cauchy a appete la valeur principale

de r
v &quot; e

-
*

d Vf et nous retrouverons dans la suite constamment

cette forme du terme compl6mentaire des series de seconde espece.

Cette forme meme de Rn montre bien que Rn va toujours en diminuant

lorsque n augmente.

Nous devons nous occuper maintenant de la resolution approch6e de

liquation Rn= 0. Pour cela nous posons a = n + r),

et nous deVeloppons maintenant RM en se&amp;gt;ie semi-convergente suivant

les puissances descendantes de n. Comme on suppose que q a une va

leur finie
,

la supposition a n + y indique e&quot;videmment que nous

conside&quot;rons le reste d un terme TM dans le voisinage du plus petit

terme.

Nous aurons k appliquer maintenant les rn6thodes donnees par

Laplace dans la The&quot;orie analytique des probabilites pour revaluation

d int^grales qui renferment des fonctions elevens a une tres haute puis

sance.

2. Comme il s agit simplement d un d6veloppement suivant les puis

sances descendantes de w, nous pouvons n6gliger des quantitds qui ,

par rapport a celles que Ton conserve, de&quot;croissent plus rapidement

qu aucune puissance negative de n. C est pour cette raison que nous (

pouvons consid^rer, au lieu de RM ,
1 expression

lh

h et k e&quot;tant des quantit^s positives finies
,
d ailleurs arbitraires ;

car

nous verrons bient6t que les parties nglig6es ainsi

I h (ti o v\n

/
ti o v

~r.~
-&quot; d &quot;- ~T e ~&quot;&quot; dv

1+*

ne jouent aucun r6le dans le ddveloppement que nous avons en vue.
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ConsideVons maintenant I integrale

/]

_
(v e v\ n

--e-i dv.
I v

i-h

La fonction ve~ v devient maximum pour v = 1
1
et nous posons

Pour des valeurs suffisamment petites de x, on peut de&quot;velopper t

suivant les puissances croissantes de x

t = a^ x -j- 2 x
2

-(- a3 x
3

-j- . .
,

et le premier terme est 6videmment 1/2 x On pourrait exprimer
a2 , a3 ,

... d une maniere ind^pendante a 1 aide de la s6rie de Lagrange;
mais

,
comme il s agit ici simplement de calculer quelques uns des pre

miers coefficients
,
une relation r^currente semble bien pr6f6rable.

On trouve t , = 2x(l t), et, differentiant n fois, puis posant

x = 0, t=-0, il vient

n a
x on + (n 1) a2 an _ i -f- (w 2) a3 aw _ 2 -f . . . -f 1 an ^ = 2 an _ !

(w ^ 2).

En partant de a
1
= V2, on en ddduit a2 &amp;gt;

a
s&amp;gt;

et

1= l-v

d v = (1/2 f a; -f - K2 x2 + x3
) d a;,

En observant encore que

e- =*-*+* l

==r-*[l+i,l 24*H^
il vient

1
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A!, A 2 ,
A3 ,

. . .
,

tant des polyn6mes en y. La limite supeVieure L de

rinte&quot;grale
au second membre depend de la valeur de la

quantite&quot; po

sitive h. Nous choisissons maintenant h de maniere que la se&quot;rie

1 -}- A! x -f- A9 xz
-\- . . . reste convergente dans tout 1 intervalle d inte*-

gration. De cette maniere
,
h a une valeur positive finie tout a fait in-

de&quot;pendante de w. En y regardant de plus pres ,
on voit m6me que h est

une simple constante numerique, inde&quot;pendante de 77 aussi; car le rayon

de convergence de la se&amp;gt;ie e*1
1= 1 -}- r\

V% x -|- . ne depend pas de rj.

/I

+k (y g tun

-^- e-^^dv d une maniere ana-

l +

logue, nous posons

et nous obtenons d abord

v - W i *AX
r J C/o *v r Cvo ^-/ *

}

1? a2 ,
a3 ,

... ayant les memes valeurs que prece&quot;demment. En achevant

le calcul comme tout a 1 heure, il vient

!-(-& f/)i a 1&amp;gt;\ n ,-L fl T- -
JL
-

t/

l+e

A lt A2 ,
... ayant la meme signification que dans la formule (4). La

quantit^ A; peut etre choisie de maniere que dans le second membre la

limite superieure de Integration est de nouveau L.
{

En r6unissant les deux int6grales (4) et (5) ,
on voit se d6truire les

parties qui deviennent infmies pour E = 0. Apres cela, on peut prendre

r=o, et il vient

(6) . .

1 C
I 2e~ a

/
e~ nxl

[Aj -f A3 z
2
-f A 6 o;

4
-f -~]dx.

J
\ o

/oo
e
-nx* xk

fi x converge vers z^ro pour w= oo
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plus rapidement qu aucune puissance negative de . La valeur appro-
che&quot;e du second membre est done

2e~ a
f e~ nxl

AT dx= A, e~ a
}

n

J \ n

ou

II est facile de voir maintenant que les parties que nous avons ngli-

(ve
v
)
n

e
_nvdv ^ / .(flflV ,, d

J 1 v J 1 v
l+k

n ont, en effet, aucune influence sur le developpement de Rn suivant

les puissances descendantes de n. En effet, dans la premiere inte&quot;grale,

la plus grande valeur de ve~ v est
e&quot;gale

a Se~ l
,
& 6tant une fraction

positive, infe&amp;gt;ieure a 1 unite. On en conclut

. 6 n

o

~-(ve v\n fin .1 /an r \

J \_y e-i*dv
&amp;lt;-ft-e~

n

J
e-^-* du = ~ e~&quot;

et la fraction Sn
de&quot;croit plus rapidement qu aucune puissance negative

de n. Quant a la deuxieme integrale, en posant v = 1 -f- u, on voit

qu elle est inf6rieure en valeur absolue a

6

-j- ( (l + u)
n e- nu e-*i u du.

k

Soit r la
quantite&quot; positive sup^rieure a 1 unit^, qui satisfait a la re

lation

alors on a ^videmment
u

\-\-u&amp;lt;ie
r

pour w&amp;gt;A

et
, par consequent ,

g a /-oo
f e~ a r u(i -} ?M

k J
du

&amp;lt;

~k I
e du -

*
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Le facteur qui multiplie e~ a d6crott encore plus rapidement que

toute puissance negative de w, et, ainsi, liquation (6) fournit le de&quot;ve-

loppement cherche

ou

1 1 1 \ 1

(7)
1

5
5 . 25 . 1 1 25 \ 1~~ H

On en conclut que la valeur de 77, qui donne ^ = 0, est susceptible

d un d6veloppement

dont on determine les coefficients en substituant dans 1 expression pre&quot;

c^dente et en ^galant a z6ro les coefficients des diverses puissances de

Nous avons pose* a w-}-^, et la racine de liquation Rn est
7v

done
e&quot;gale

a

(8) ^

R , JL
Pl

~ r 405

184
^ ~

25515

d ou Ton de*duit encore

(Q\ JL 8 16
&quot;

3
&quot;

405 a
&quot;h 25515 a2

&quot;

4. Pour juger de 1 approximation avec laquelle nous avons r6solu

ainsi l
e&quot;quation

Rn =;0, nous mettons en regard Tune de 1 autre la

valeur approchee donne*e par la formule (8) pour w = 1
,
2 avec la
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valeur exacte de a, calculee a 1 aide du de&quot;veloppement

n. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur.

1 ............. 1,3472 1,3459 0,0013

2 ............. 2,34155 2,34141 0,00014

On voit que I approximation obtenue est beaucoup plus grande que
cela n e&quot;tait n^cessaire.

En nommant toujours N la valeur approchee de la racine de RM= 0,

nous resumons ainsi le rdsultat obtenu :

16

3 405 a 25515 a2

Ordre d approximation e~ a
]/

Nous avons
ajoute&quot;

comme ordre d approximation une valeur appro-
che&quot;e du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. C est

done en meme temps la limite de I approximation que peut donner la

se&quot;rie semi-convergente, dans le cas ou Ton n a pas recours au calcul

approche de E^,. En multipliant par e
a

,
on voit qu on obtient li (t

a
)

avec une erreur de 1 ordre
]/

Soit
, par exemple ,

e
a= 10000000000,

a = 23,025851 . . . ,

N = 22,692.

On doit done prendre vingt-deux termes de la seVie et ajouter encore

le terme suivant multiplie par A= 0,692, d apres le procede que nous

avons
indique&quot;

dans 1 Introduction. On trouve ainsi

li (10000000000) = 455055614,2227 -f 0,5246 A = 455055614,585.

En prenant

w = 23, &amp;gt;7

= 0,02585 ...,
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on obtiendra une exactitude un pen plus grande en calculant R23 par

la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte

li (10000000000) = 455055614,5866.

Remarquons que 1 emploi de la se&quot;rie semi-convergente presente ici

un avantage re*el sur 1 emploi de la se&quot;rie convergente

(
_L 102 a J__ L__L _ __L _* _j_

1.1! 2.2! 3.3!

car, en calculant vingt-trois terrnes de cette se&quot;rie,
on estseulement arrive&quot;

au plus grand terme
,
et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul

pour obtenir 1 approximation donnee par la s6rie semi-convergente.

5. La m6thode qui nous a permis de resoudre par approximation

liquation transcendante EM = nous sera encore ties utile dans la

suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel

on peut donner une autre forme tres simple an terme complemen-

taire R,t . Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre methode

pour calculer les coefficients du de&quot;veloppement

On a, en supposant &amp;lt;
b

&amp;lt; a,

et une integration par parties donne

= 1 . 2.3...w.e~ a (

an e*tant une constante qu il faut encore determiner. Mais il est evident

que an n est autre chose que la valeur de a qui annule Rw ,
et que nous

savons calculer avec une grande approximation par la formule (8)

1 8



RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 17

La relation

Rn _ i = Tw -f- Rn

revient maintenant a

/a

gu f,a
/-a gU

v*
d*

lp + *J ^+ idu
-, .

d ou, pour a= an ,

e
a *

En posant u = n -\- v, il vient, apr^s une legere reduction
?

/*y e v dv e*&amp;gt;

n
&amp;lt;i

en e&quot;crivant

En d^veloppant maintenant les deux membres de (12) suivant les

puissances descendantes de w, on obtient d abord

;\
w n 8 /n- 48

puis

En substituant pour p et g leurs valeurs (13), on obtient d abord,

par identification du coefficient de dans les deux membres,
it

La comparaison des coefficients de -3, -3, ... permet ensuite de

calculer sans ambigulte* par des Equations line&quot;aires les coefficients ^ ,

II 2
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^2
Nous avons retrouve&quot; de cette maniere les valeurs deja donne&quot;es

de fa et fa.

6. La consideration de la fonction li (a), pour une valeur de 1 ar-

gument infeVieure a 1 unite&quot;, conduit a une se&quot;rie de premiere espece.

On a

U J 1 +V
a

et Ton obtient, par une integration par parties on par le deVeloppe
1

ment de -, r -

,

Rn = I.2.3...e (
e ^ = (

J J

Cette s^rie ne donne lieu a aucune remarque particuliere ;
en posant

a= n-\-r], on peut developper Rw suivant les puissances descendantes

de w, a 1 aide des m6thodes de Laplace que nous avons deja appliqu^es

dans le cas de li (e
a
); on trouve

(15) .

2 I

!
I

13
\

+24^+576) ^

Ce d6veloppement pr6sente la plus grande analogic avec la formule

(7); dans les deux cas, e~ a

y-
- est la valeur asymptotique du terme

Tn
j
mais ici R w ne s ^vanouit pas pour une valeur finie de ?;, et le pre

mier terme ^ de la s6rie se retrouve g6n6ralement dans le cas d une

s6rie de premiere espece.

On d^duirait sans peine de cette expression de Rn la solution appro-

ch^e de ^ = 0. Le r6sultat est

1 1
a n + -- + . . . ou n-=a ---- ...

6n 6 a
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tj , /&quot;&quot;sin
aw

,
r^ucosau .

ETUDE DES INTEGRALES / 9 dw, / ,
du.

J 1 -J- w
2

J I 4-u2

/g
a u i

. . 2 dw. Au lieu d integrer le long de

1 axe des X, de vers A (Fig. 1), on pourra effectuer I int^gration en

suivant le chemin OBCA
,
en ayant soin d 6viter le point i en le laissant

Fig. 1.

M
A X

a gauche, ce qu on pourra faire en d6crivant autour de ce point un

demi-cercle dont nous supposons le rayon e infiniment petit. Cette

partie de I int^grale s evalue a

du _
jl r

Les integrates le long de BC et CA tendent ^videmment vers z^ro

lorsque A et B s eloignent ind^finiment, en sorte qu on obtient

r*e^&quot;du_n _ a j\-* ie-^ &quot;dv. r^ie~ av dv

l+e

done

I
pin an du - e e~ av dv r e

:^2
- +

On trouve d une maniere semblable
,
on en prenant la de&amp;gt;ive&quot;e de (16)
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par rapport a a
,

- ucosau du _ r\-e v(-.~ av dv . r ve~ av dv

~T+&quot;ttT~ ~~J ~i - v2 J I*8

l+

En employant dans le second membre de ces formules I ldentite*

v 2n

1 V1

il vient

i ^!. ,

....

-/ T-f^ ^-a2
&quot;

1
&quot;

a*
h&amp;gt;

&quot; H a
o

1 A I i 2

Nous devons maintenant obtenir d abord le deVeloppement du terme

complementaire suivant les puissances descendantes de n.

8. Pour embrasser en meme temps les deux cas
,
nous posons

r\-e v m e -av /-w^mg-or

Sm=j -^-V^ +
/ ~^^ dV

&amp;gt;

l+

et a= m -\- r\.

La methode a suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons

d6ja developpee a 1 occasion du logarithme integral, et il suffira done

d indiquer brievement les calculs.

Dans la premiere integrate

ri- (ve~ v
)
m

J 1 ^ e 7/t V

o

nous posons
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et Ton obtient

A, ,
A2 ,

. . . e*tant des polyndmes en 77.

Dans la seconde integrate

/3O

i tl
~~&quot; ^

\ U Is f

l+i

nous posons

et Ton obtient

/. Into v\m I

/ -^^e-^dv^-^e-
i+ l/i

Le d^veloppement de Sm se trouve maintenant a 1 aide de

Sm = c r e~*&quot; (A! + A 3 o;
2
-f A B

* + . . .) da;,

ou bien

20
1 , 7 1 o . 1 9 . 13 323 \ 1 1

o n* J r)
6

-I ?r -h 77 -^ I
-

tO
n 48

r
18

r 24 r 288 12096/ m2
I

On en conclut Sm pour y = Q + - +
-^f-

ou

/on 1 199 6409
&quot;

6 &quot;M40lS

&quot;

408240m2

9. Dans le cas de 1 int^grale

/
sin au



___
6 6480N

&quot;

1632960 n2

1 199
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la resolution approche&quot;e
de Rn= est done donne&quot;e par les developpe-

ments

(22) a = 2 n ~

(23)
=

fj JifJ \J 1 ^J\J l*

/*
sin ci u

.

z
du=

o

approximativement e&quot;gale
a 1,86012. Pour calculer la valeur exacte,

nous observons qu on deduit de la formule (16), en remplacant -.
-

^

I _L_ 1 l

r
2 iv+21+9*

I
sin au i r / r /

o

en sorte que 1 equation a r^soudre par approximation est

1 1 /,~ a (- =
-o e- US -h loga-f T -j-U ft \ L 6 .

a a2

On trouve a= 1,85986 et 1 erreur de notre formule approchee dans ce

cas extreme 0,00026.

10. En remplacant, dans la formule (21), m par 2 n + 1
,
on trouve

que, dans le cas de I int6grale

-/

*&amp;gt; u cos a u

o

la resolution approchee de Rn= est donne&quot;e par les formules

5 199 6409
, 9/n
(24) . . 0==

6 T 3240 (2 n~+ 1
) 408840 (2 n + 1?

1 5 199

2 12 6480a

Ces formules donnent une approximation largement suffisante
;
en
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prenant w= dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approch6e

de la racine de liquation transcendante

f&quot;

c?^d = -ie-],(e,-i6li(e -) = 0.

J 1 + w
c

La valeur exacte est 0,87964.

DEVELOPPEMENT EN SERIE SEMI-CONVERGENTE DE log r(ai).

11. Avant d aborder le developpement de logr(ai). nous croyons

utile de returner ici le re&quot;sultat auquel on est arrive par 1 etude du d6-

veloppement de logT(a), en renvoyant d ailleurs pour les d6monstra-

tions au travail de M. Bourguet.

Le premier travail rigoureux sur ce sujet, qui est du a Cauchy, a son

point de depart dans cette formule a laquelle Binet tait dja arrive&quot;,

~ au
e

(26) togr(a)=(a i)loga a+JlogSw+
&quot;o

Pour obtenir le terme complementaire sous forme finie
,

il est plus

avantageux de partir de 1 expression

1

(27) logr(a)= (a--J)loga o+ilog2 + -

et Ton trouve

If 00 du

*J r+&quot;
2

(
28

&amp;gt;

Zjtau

B n

M 2n
dw.

M. Bourguet trouve que 1 indice du plus petit terme est le premier

nombre entier supeVieur a n a -f T + 09
-

,
et il donne comme racine

J {$ 71 d

approche&quot;e
de Rn R-i = { expression3OO

71 a + ^
~~

32~rcV
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On conclut de ce qui precede que le reste du plus petit terme est, a

fort pen pres, e*gal a la moide&quot; de ce terme. En posant na = n -}-;, on

peut developper R,M suivant les puissances descendantes de n. Comme
nous aurons a exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme

complementaire d une s6rie de seconde espece, nous nous bornerons

a donner ici le resultat suivant

(29)

[I j_/i 2_A) L
[2 \ 2 48 n

JL 3_1Z 2_ i_ . ALLL
3

n
~

48
^

&quot; &quot;

8
n

2304/ &quot;n*

On peut en de&quot;duire encore sans difficult^ la resolution
approche&quot;e de

1 dquation y =0; nous trouvons

1
_L Ji^ Oll M = wa i 1 _J3

4 96 w 4

12. Nous allons nous occuper maintenant du de&quot;veloppement de

logr(a). Observoris d abord que, d apres la definition de la fonction

F adoptee par Gauss
,
on a

gat log n

r(a*)= Lim- (n=oo).

En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes ,

on en conclut qu en posant

(30) . . .

on aura

c est-a-dire

(31) . . ..

et puis

(32) 9= Lim a log n T ~ arc tang a arc tang
*-

. . . arc tang )^ w /

(n = oo
).
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II faut prendre le signe suprieur ou infeYieur selon que a est positif

on
ne&quot;gatif,

et les arcs doivent etre pris entre les limites -^-- Dans la
4

suite nous supposerons toujours que a est positif

Comme Ton a

logr(flu) = logR-f Si,

on voit que nous aurons a nous occuper seulement du de*veloppement
de la partie imaginaire 9. On pourrait, dans cette recherche, partir de

1 expression (32), mais il est beaucoup plus simple, comme nous le

verrons, de se servir de la formule de Binet

/

logr(a) = (a-i)loga-a+Jlog2*+ u

13. En e&quot;tablissant cette formule
,
on a en vue ordinairement seule-

ment les valeurs replies de a. On voit cependant facilement que rien

n empeche d attribuer a a une valeur imaginaire quelconque ,
la con

dition toutefois que la partie relle de a soit positive. Les logarithmes

qui entrent dans la formule ont une determination unique par la con

dition meme que la variable ne doit jamais franchir 1 axe des y.

Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantit6 dont la

partie reelle est nulle, il est n6cessaire de justifier cette operation.

Evidemment, cette application de la formule de Binet sera justified

si nous faisons voir :

1 Que rinte&quot;grale

* / / 1 1 ] \ p aui

/ h 7 + 1T }

L ~du
J \e

u
1 u 21 u

o

a un sens
;

2 Que cette integrate est la limite vers laquelle tend

1 1 1 \ e~ bu - aui
,

\e
u

1 M 21 u
&quot;o

lorsque la quantit^ positive b de&quot;croit ind^finiment.

Le premier point est a peu pres Evident
,
car la fonction

2

1 M
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qui entre dans les integrates

1 1 1 \ cosau r / 1 1 1 sin aw/
,

au

J 1^117--^+ 2~/iT&quot;
ciu&amp;gt;

est positive et decroissante; elle devient infiniment petite pour u= &amp;lt;x&amp;gt; .

Le second point a etablir revient a montrer que les integrates

/ (1 e
~ b u

) cos a u du,
*o

r
&amp;lt;p (u)N == /
-

(1 e
~ u

) sin a u du,
J

oh nous avons pose

convergent vers zro en meme temps que 6.

Nous remarquons que les fonctions 9? (u) et ------- sont toujours finies,

et decomposons M en trois parties

(p~^ e~ bu
) cosau du,

o

M2
= / -^-^(1 e~ bu

) cosau du,

i g-bu\ cos au d u .

On a eVidemment

_, r
1 ^M

M

done

lim M
x
= pour 6=

Ensuite

M2 |&amp;lt;
/ ^,

(i
_ e

_
bu)du&amp;lt;([

_ e
_/

b) i
^^ du

^

{

|M2 | &amp;lt;(l-e-^)
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ctesignant une valeur entre 1 et
I/

. On en conclut

lim M2
= 0.

Quant a M3 ,
&amp;lt;m appliquant le second the&quot;oreme de la moyenne,

( f(x)v(x)dx= f(a)j
*(*)&amp;lt;fc0-f-/(ty/ y(x)dx,

a r)

ou la fonction f(x) doit varier toujours dans le meme sens,

Mo = (1 e
- ^b

\ f cos aw du 4- f --- cos aw d w.
I u J u

Y*

Mais 1 integrale f
-* cos au du ayant un sens

,
les deux inte&quot;gralesu

qui figurent au second membre convergent vers zero et lim M3
= 0.

On conclut de tout ce qui precede lim M = 0, et la meme demonstra

tion s applique a I int6grale N; done aussi limN = 0.

D apres cela, il est permis de changer a en ai dans la formule de

Binet
,
et nous obtenons ainsi

(33) . logR= log27r | loga %na+ / ^-^cosawdM,

n
(o4) t/ fl 102 ft

~~ fl ~r~
4

o

sin au du.

14. Nous avons a transformer d abord les int6grales qui figurent

dans les second membres. Soit

^\ 2 u
en substituant ^_ 2 ,

. 2 2 au ^eu ^e V (u) &amp;gt;

nous trouvons

&quot;

Hc
+i
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Nous avons vu deja (n 7) qu il est permis de remplacer, dans I int6-

grale

/~~i
| ~~o&quot; \MW\

1 +W2

I integration le long de 1 axe des x, par une integration le long de

1 axe des y ,
en e*vitant par un petit demi-cercle de rayon c le point i.

On obtient ainsi

7T

2

. / /!- g-2jrna ^V / g-2jrwa dp\
fi 2an;r_i-Z /

---1- /
----

1

\J 1 v2 J 1v* I

1 4-*i+

et, par cons6quent,

1
,

1V- log lZ
~
e-_-2
--

. . / 1 r l ~* dv . 1 ,1 / dv

1+e

done

/QR\ r P (
M

)
!

i

(35) . .
/

- cos a u d u = log
J u 2

T
2 1 e-

fp(n) 1 /!--

(36) . .

_,~
! / dv

En portant la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la

valeur finie de R d6ja donnee [formule (31)].

15. En employant dans le second membre de la formule (36) 1 iden-
&quot;

i 2
..---

1 #2 1 - V

on trouve, en ayant e&quot;gard
a la formule

(37) .
A

/

C

V 2A-2loe_1_ -dv _B *

*)
l

%i e -2xav
c -

(2k l)2
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(qu on obtient en de*veloppant en seVie le logarithme) ,

(38) I
JM 8in o ii d w = - ^ --

-f
---|*

-
3 4. . . _j_

_
^^__^^ -fRn ,

&quot;o

&quot;^ log,-
J r &quot;

2 &quot;

f ; ]

1+e

C est la s^rie semi-convergente que nous avions en vue
;

le terme

comple*mentaire se pre*sente sous la forme de la valeur principale de

i

logr-1v2

II est int^ressant de rapprocher de cette formule la forme du terme

complementaire dans le cas de la se&amp;gt;ie de Stirling [formule (28)].

La se&amp;gt;ie 6tant de seconde espece, il nous reste a determiner approxi-
mativement la racine de liquation Rn= 0. Pour cela, nous d^velop-

pons d abord Rn suivant les puissances descendantes de n.

16. Le premier terme du deVeloppement de log = --- 6tant
J_ l - l @ 6 Jl & V

t
nous consid^rons d abord au lieu de En

ou
,
en posant n a= n -\- r] ,

_ ri- (ve~
v
)
Zn

o

r
&quot;Sn=

j

Le d^veloppement de SM n est plus a trouver, nous pouvons 1 ecrire

aussit6t d apres le resultat que nous avons obtenu dans le n 8. En con-

servant seulement le terme principal ,
il vient

Nous avons a ^valuer maintenant 1 erreur qu on commet en prenant
Sn au lieu de Rn . Pour cela, nous dveloppons en s^rie le logarithme;
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le k -\- Ii6me terme donne lieu & cette partie de Rn

n(k+ 1)

En de&quot;veloppant

g
- P- r

I v 2 n k

- ...+- -

V-...
1 r2 1

on trouve

r(2n + l) r (2 n + 3)
,

A2^ 1 A2 + 3

r-
- v - P-

en e&quot;crivant
, pour abr^ger,

2 7i (* + !) = A.

Les termes diminuent d abord et Tintegrale est de 1 ordre du der

nier terme. C est ce qui resulte, en effet, de la discussion que nous

r i i , /&quot;
Sin a U

-, i n o\ f
avons faite de la sene semi-convergente pour /

. . 2 d w (n 8). La
J

j
M

quantitd a evaluer est done positive, mais n atteindra pas nk fois le

premier terme ou

nk r(2n-f 1)

En remplacant r (2 n -f- 1) par sa valeur asymptotique

i/ /^ w\ 2 &quot;

2 nn
(t J

on trouve
,
a cause de TT a = n -}-?/,

n/c Vnn\ n I
2n

/ n \2n
ou

,
si nous remplacons na par ,

1

_._-} par e~ 2)?
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La somme des termes negliges ne surpasse done pas

x

ou

n
T &

+j i jt ~r~ A
fi

T 6tant une fonction qui converge vers 1 pour n = oo .

/TOn voit que le facteur qui multiplie e-^na &quot;L dcroit plus rapide-
f i v *t

ment qu aucune puissance negative de w; d ou Ton conclut que, pour
de&quot;velopper Rn ,

suivant les puissances de*croissantes de n, on doit s en
tenir a Sn , les parties negligees n ayant aucune influence sur ce dve-

loppement. A 1 aide du n8, nous obtenons maintenant

(39)

323

96T68/

On en conclut la solution approchee de liquation RM= par Tune
ou 1 autre des formules

(40 ) 7ia = n _ + _ ^_
12 n 12960w 3265920 n2 ^

(41) . n=7ia+ ----9-___hr
!2 12960 no,

La s^rie tant compos^e des memes termes que ceux de la seVie de

Stirling, Tindice du plus petit terme sera encore, d apresM. Bourguet,

le premier nombre entier sup^rieur a na + ^- + ^ On voit done
4- Oii 71ft

que le changement de signe de R w s opere dans le voisinage du plus
petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres series de seconde

espece que nous avons e&quot;tudie&quot;es

17. Pour avoir une ide&quot;e de 1 approximation avec laquelle nous avons
r^solu liquation Rw 0, nous avons pris w = 3 dans la formula (40),
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ce qui fournit cette valeur approchde de a, qui est un peu infeYieure a

1 unite&quot; a= 0,9300. (En prenant w=l, 2, on serait conduit 6videm-

ment a des valenrs de a beaucoup trop petites pour songer a appliquer

la s6rie semi convergente.) Pour r^soudre liquation R3
= rigoureu-

sement, il nous faut un moyen de calculer Q avec exactitude. Pour

cela, nous remarquons que la se&quot;rie bien connue

log r (x) log x - 6 x -f |
S 2 x* ^ S3 x

s
-f J S4 tf . . .

donne, en remplacant x par ai,

Pour augmenter la convergence ,
nous ecrirons

& = - . arc tang a -f- (1 6) a
is

(S3 1 ) a
3 -

i (S5
-

1 ) a
6
-f | (S7

-
1) a

7 -
. . . .

Liquation a r6soudre 6tant

n 1 1 1
&quot;

4 &quot;I2o 360 a8 1260 a5

nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9277. L ap

proximation est tres suffisante; meme pour a= 1, la formule (41) donne

la racine de Rw = par rapport a n, avec une erreur inf&amp;lt;6rieure a 0,01.

Nous resumons ici le resultat que nous avons obtenu :

B= i
&quot; .(**-*)

Bo B,,
j~.

, 7i
r&amp;gt;j r&amp;gt;2

-DM _ r&amp;gt;

(42) ~4~Oa~3&quot;.4a^~
!&amp;lt;

~(2^ :::~lT2w~a
2^ri

~

1 199
h

&quot;

g
Ordre d approximation .....

Pour a = l, N= 3,22; en appliquant le procdd^ indiqu^ dans Tin-
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troduction
,

il vient

9= 1,872303 0,000595 L

On obtient deux limites en prenant A= 0, A = l; la valeur A = 0,22

donne une valeur plus approchee

1,872434.

La valeur exacte est

9= 1,87243 66472 6243 . . .
,

&= 107.16 .57&quot;,782.

18. Supposons que la variable deprive la partie positive de 1 axe

imaginaire, alors nous pouvons indiquer comment se comporte la fonc-

tion holomorphe -^rr~\- En effet
, ayant , r&amp;gt; =^ e~ 9i

f et 0sont
1 (Cj 1 \CL 1)

li li

les coordonne&quot;es polaires du point qui repre&quot;sente =-/ =\ et nous voyons

que ce point de*crit une spirale ,
le rayon vecteur se mouvant dans le

sens
ne&quot;gatif

et croissant rapidement. L angle de la courbe et du rayon
2

vecteur
,
dont la tangente est a peu pres gale a log a, tend vers 90.

Nous avons dresse&quot; la petite Table suivante pour faire connaitre la

forme de la courbe dans le voisinage de 1 origine:

L angle O commence a croltre de 90 jusqu a un certain maximum
,

dont voici la determination

a 0,88382 ,

- 9= 107.36 . 1
&quot;,

~ = 1 ,5003.

II 3
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Apres avoir de&quot;pass6
ce maximum

, Tangle dcrolt constam-

ment.

19. D apres ce qui precede, il est permis de changer a en ai dans

la se&amp;gt;ie de Stirling ;
en arretant la seYie a son plus petit terme ,

1 erreur

est du meme ordre que ce terme. L examen des conditions sous les-

quelles on peut se servir de cette seVie pour des valeurs imaginaires

quelconques de la variable se
pre&quot;sente

naturellement
,
mais nous ne

Paborderons pas. Nous rappelons seulement que ,
dans le Tome 56 du

Journal de Crelle
,
M. Lipschitz est arrive&quot; au re&quot;sultat suivant

TD T&amp;gt;

logr(g)=ilog2*H- (g
1

... p _Bw+ i s -|- e i

&quot; * n -n -(2w + l)(2w-f 2)

e et e restant compris dans les limites 1. On suppose de plus que la

partie r6elle de s, a est positive.

Comme on le voit, cette limitation de RM devient completement illu-

soire lorsqu on fait tendre a vers z6ro
;
mais M. Lipschitz n avait pas a

s occuper du cas a= 0, et la limitation du reste auquel il s est arrt

suffisait pleinement pour le but qu il s e&quot;tait propose&quot;, qui e&quot;tait tout

autre que celui de vouloir determiner avec exactitude quels services

cette seVie pourrait rendre pour revaluation de log r(z).

ETUDE DES INTEGRALES DE L EQUATION DIFFERENTIELLE

da* a da

20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous

lesquelles on est arrive&quot; a presenter les int^grales de cette Equation dif-

f&amp;lt;6rentielle. On trouve d abord cette int^grale , qui est holomorphe dans

tout le plan ,

a2 a4 a6

(43) . . . . J (a)= 1 --
2 42 22 . 42 t Q2

ou

, .

(44)
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Une autre integrate est de la forme

J(o)log(a) + R(a),

R(a) 6tant holomorphe dans tout le plan, et, integrant l 6quation dif-

fe&amp;gt;entielle par des series
,
on trouve cette seconde

inte&quot;grale

En d6signant par y&amp;gt;(x)
la deYive&quot;e de log r(#), 1 int^grale g6n6rale

est done

(45) . . .

A (
_

i)

o

a 2n

22 .42
...(2n)

2

a 2n

22 .42
...(2n)

mais la seconde
inte&quot;grale dont nous nous occuperons est celle-ci

/AC\ V , \
2 r 00 cos aw ,

(46) K (a) = /
= du.

71 J KM2 1

Cette definition n a un sens que lorsque a est re&quot;el. Pour
ope&amp;gt;er

la

continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de 1 argu-

ment, nous consideYons
,
en supposant a rel et positif, I int6grale

&quot;

e aui

1^ 2
du. On peut remplacer le chemin d int6gration OABC (Fig. 2)

Fig. 2.

AB C X

par une integration suivant la partie positive de 1 axe des ?/, transfor

mation analogue a celle dont nous nous sommes servi dans le n 1.
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En supposant ViP 1 -f- i & 1 origine ,
on obtient

,00 e
-av 1 r\ e

aui r* e aui

I
- dv = /

- du 4- I . . du
,

J l/f+v2 *J Vlu* . l/w2-!
1

et la comparaison des parties replies et imaginaires conduit a ces for-

mules

2 rcc e ~au 2 r l sin= du /
\/ 11 7T I

o o

2 r* sin a?&amp;lt;

22 f&quot; :&quot;
-,

^ / sin aw .

(47) . .

K(a)=-| p/^=pdM--J ^--dn,

(48)

1

La relation (47) permet de continuer la fonction K (a) dans toute la

moiti6 du plan ou la partie re&quot;elle de la variable est positive. On ve&amp;gt;ifie

aussi directement que les integrates

/
o

e~ a &quot;

, r
1 sina?^

7dw
Kf+^ J Kl- ? &amp;lt;

2
I n

satisfont 1 une et 1 autre a 1 ^quation differentielle

d*z . 1 dz . 1
I I g ^^n

2
~

et que, par consequent, K(a) est bien une int6grale de liquation dif-

ferentielle proposed.

En supposant toujours a re&quot;el et positif ,
nous tirons de liquation (47)

1 ~oo p -aui % rl s jn au {

(49) . . . .K(ai) = - ~
=^du

-
^== =du.

n J Kl-f-W n J &quot;I M2

Pour simplifier, nous remarquons que Ton peut, dans Tint^grale

/ j7= ^du, remplacer le chemin d integration OA par OBCD (Fig. 3).

J rl-\-U
On obtient ainsi

/oo

gaut rl g au f&quot;x&amp;gt; f, aw

KF-fw2
u ~ l

j l/i tt
8

*^&quot;J01
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En changeant i en i et substituant dans (49), il vient

37

K(ai) =
71

c est a-dire

(50) K(ai)= i

|_ g
a u 2 /

x
&amp;gt;

au

=-^du-\--
J

du
,

00 a OK

Fig. 3.

A X

21. Nous nous arretons un instant a la determination des valeurs

qu il faut attribuer dans Fexpression de 1 integrale ^enerale (45) a A

et a B pour retrouver la fonction K (a). Cette determination de A et B

a ete donnee par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt.

On peut 1 effectuer aussi tres simplement ainsi qu il suit.

D apres la definition, on a

cosvdv r
1 cosvdv r

x cosvdv
K(a) ==1

et

r

J

l cosvdv _ r

tf^c? ~J
dv 1 1 COS V

dv =

. /I + V\ a2
\ r1 1 cos v= log /

- d v .n 1 / O O
\ a I J V tf aj

n ,_
,

. . . .

K (a) + log a= log

done

1 cos v
,dv

COS

1 r l 1 cos v ,K (a) -f log al log 2
/

-- dv

o

/

cosvdv
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Le second membre est 6gal a log 2 (S, (S de&quot;signant toujours la

J) 71

v p-l cos v (l v r (p) COS -^- OU

/ ^p- 1

(1 cost)dt; /

o i

On en conclut pour p= ,
a cause de r (p -f 1) = 1 G p -f . . .

,

l 1 cos z;-
V

1

r cos z; r
00 cos v ,

/
- dv / -dv=

J V IV
La relation

(51) . . . .Lim[^K(a)-floga] = log 2 &amp;lt;

L Ja=

donne sur-le-champ la determination des constantes A et B, et il vient,

en se rappelant que y(l)= 6,

_ (_ 1\n
/7
2nr O

(52) . . .
-
2
- K ()=S -g! 4. . ! . (2 ,yh a + y (

En changeant a en ai, il faut remplacer log a par loga-J--^i, et la

cornparaison avec (50) conduit au deVeloppement

/ oo
Q au

-\r\ a 2 n

(53)
; K^^i

dw= 2.2^T^r

donne par Riemann, de Tune des integrates de liquation

d2 z . 1 dz
da2 a da

dont J (ai) est une autre integrate.

22. On peut changer en int6grales d^finies les series (52), (53). En

prenant la d6rivee par rapport a 6 de la relation connue

o
/&quot;

/2a-i/i _ r a r b
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il vient
,
en posant ensuite a = n -f- j

b= % ,

w2
)

. 1 . 3 ... (2 n 1)-u n

et

done

2.4...(2n)

1.3...(2 1)

En substituant cette valeur de log
--

-\-y(n-\-l) dans les formules

(52), (53), il vient, apres une Mgere reduction, si Ton observe que

V (!)
= G log 4

,

r+ l cos aw
(54) . . . .

(55) . n[
/

oo au

[ G log 2 a (1 w2
)] du ,

23. Nous abordons maintenant le d^veloppement en s^rie semi- con-

Fig. 4.

A+l

/i

g
rtu

.-7=
K 1 M2

la partie re&quot;elle est J (a). En integrant sur le contour ferm^ OABCDO
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(Fig. 4), 1 integrale est nulle. II est Evident aussi que Tint^grale etendue

sur CD converge vers zero lorsque C et D s eloignent ind6finiment. On
voit done que I integrale de vers A est egale a la difference des inte*-

grales sur OD et BC, en supposant que C et D s 61oignent indefiniment.

L int6grale sur OD s obtient en posant u = iv, celle sur BC en posant
u= l-\-iv. En ayant soin de donner le signe convenable au radical

V\ u? dans le point B, il vient

o au

= dv +00
ou bien, en faisant attention a la formule (47),

(56) .... V-T)*/
J
o

On en conclut les expressions suivantes de J(a), K (a) ou nous avons

pos6 encore av= u

(58)

.

C08
(
a

T) r* . / 1 iv
du.

M. Lipschitz d^veloppe maintenant les fonctions r^elles

1 1 ./I 1
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a 1 aide de la formule

41

g; () + --- +
r2...(n-.i)

g( &quot;

&quot;W+iz^V+V*)

de&quot;signant
une fraction positive. II obtient ainsi

L / 1 1 \

(59) 2a

(60)

1 2 .32

1.2. (8 a)
2

1

I2 . 32
. . . (4 n 5)

2

i/i_ir 2

1.2...(2w 2)(8a)
2 &quot;

du
iu

2a

l. 80

12 .32 .52 I 2 .32 ...(4n 3)
2

&quot;T
t
l,2...(2w

On voit qu on obtient ainsi en meme temps le de*veloppement de

J(a) et de K(a). Quant au terme complementaire RM ,
la methode

adoptde par M. Lipschitz lui permet d dtablir que la valeur absolue de

Rn est inf^rieure a Tn + i. De meme, Rn est inferieur en valeur absolue

a Tn+ 1
. On peut resserrer un peu ces limitations, et faire voir que RM

et R^ sont positifs ,
ce qui entralne dja que Rn est inferieur a Tn et a

TM +i, R; a Tn et a Tn+1 . En effet, on a

dv dv
IM
fr-2a

i u n I i

i W . i /_
/ 14-^ sm2

t; /14-
2a { 2a

d ou 1 on conclut

(61)

(62) i

4-~r~ &quot;1

= d u= -
iu

2a

2

na

2a
!+ JT2 sin4v

rftt,

du.
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En employant 1 identite*

/ u \
2w

.

1 9 v2n 9 -) sm4n y
t)ll / / \fi It \ V fl I

-1-
-t f* _ J __ I ,/ M

\ A ~ A ^ \6U&amp;gt;/

1
9-
sin v -T- . . . _i_ i 0111 c/ -|

1 . ?&amp;lt;

2
. , 4a2 \2a/ w2

1 -j- -g
sm4

1; 1
-j o sm4 v

on retrouve les seYies semi- convergentes deja donn^es, mais avec ces

expressions des termes complementaires

(68) . . R.=

24. Lorsque a est grand ,
1 indice du plus petit terme dans chacune

des series semi- convergentes (59), (60) est a peu pres dgal a a. En

posant a = ri-}-f] t
on peut deVelopper Rn et R^ suivant les puissances

descendantes de w. Pour faciliter un peu les calculs nous remplacons u

par 2(tw, cot2 ^ par v, en sorte qu il vient

dudv

.

.,. ....

Lorsque n est grand ,
ce sont seulement les parties dans le voisinage

de M = 1
,
v= qui ont une influence appreciable ,

et quand il s agit
d un deVeloppement suivant les puissances descendantes de w, on peut
borner 1 integration au voisinage de ce point u = 1

, v= 0. Conside&amp;gt;ons

R,i et partageons Tint^grale en deux parties. Dans la premiere, u variera

de a 1
; dans la seconde

,
de 1 a oo .

Dans la premiere partie, on posera
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et Ton trouve un rsultat de la forme

les coefficients ar
,
t etant des polyn6mes en rj, et ar;S

= lorsque s est

impair.

Dans la seconde partie ,
on posera

et Ton trouve cette seconde partie e*gale a

La reunion des deux parties conduit a 1 expression

et le deVeloppement de RM ,
suivant les puissances descendantes de n,

est

= e
~ 2 &quot; I/ (^- 4-

a 2 +jt^
^ a27*2*1 8na

En nous bornant aux deux premiers termes
,
nous avons obtenu

(65) . . . R = e-

et, par des calculs tout a fait semblables,

(66) . . . H,n = e-*

Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est a peu pres gal a

la moiti6 de ce terme.

25. Conside&quot;rons maintenant les fonctions J(ou), K(ai). La premiere

conduit a une serie semi-convergente de seconde espece, dont nous
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nous occuperons plus tard. Quant a K(ai), a cause de

2 r 00 e~ au
K (ai) = z J (at)H

---
/ j

-

7
--- d u

,

*J KM2
1

on voit que nous avons a nous occuper, en ce moment, seulement de

la partie reelle

du.
n

posant u 1 -j
-

,
on trouve

CL

2

ji

ou bien

if.rj-. ^ ^ i/ 4 /*
2

. /* e~ v y *

(07) ... m= -^- e-
/

dw
/

-dw.
^ I

V .o

On en dduit, par le d^veloppement

v

-f- l-
12

I

12 32 l . ...(2n-8)
o 1.8o^ 1.2.(8o)

2 -
1.2...(

- &quot;

/
00e- |

t;
n ~*8in 2n M

du -

Ce deVeloppement semi-convergent a 6t6 donn6 par Riemann. L in-

dice du plus petit terme est a peu pres 6gal a 2 a, en posant 2a= n-{-rj,

nous trouvons



RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 45

26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction

~ av

d v.

En posant v= l-f2w, il vient

2au

&amp;lt;

70
&amp;gt;

Le de&quot;veloppement de iy -, suivant les puissances ascendantes
K 1 - U

de M, conduit sans aucune difficult^ a cette seVie semi-convergente

donne&quot;e par Riemann
,
mais on n obtient point ainsi une expression

simple du terme complementaire.

Pour nous d^barrasser du radical V\ M, nous observons que

v -\-\-u V\ u

en sorte qu il vient

t.a r x&amp;gt;

(71) .... J() = rf-

L int6gration dans le second membre s 6tend sur la bande infinie

VOAB (Fig. 5) de largeur OA = 1
,
et ^integration , par rapport a

,
ne

s 6tend que jusqu a ?/= 1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir

6tendre I int6gration sur une bande VOCD d une largeur arbitraire

OC = L, nous observons que

,

*&quot;-~- k

v
(72) ........ v. p. /

-dv= 0.
v /c-
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Si done nous excluons du champ d integration la bande infiniment

e*troite limitee par les deux droites paralleles

1 u-\- v =
,

nous pourrons e&quot;tendre dans (71) I int6gration sur la bande de lar-

geur L, VOCD; car, en integrant d abord par rapport a v, l e*qua-

Fig. 5.

c u

tion (72) montre que les parties qu on ajoute ainsi se de&quot;truisent. En
faisant croitre L indefiniment, nous e&quot;crivons sommairement

a d /*00 /00

. . . . J(at)= -2 v.p. / /

j J
o o

du dv
-.=r-

,u + v Vuv

le sens precis qu il faut attacher a cette formule r6sultant des explica
tions qui precedent.

27. En employant maintenant ridentite*

1 1 u u n ~ l

1 M-j-y I

on a e*videmment

(\-\-v
,,\2 T I

v n
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et il vient

47

*- 1

&quot;

1

(75) . . . RH=y-s

C est cette expression du terme compl6mentaire. sous forme d inte -

grale double singuliere, qui va nous permettredere&quot;soudreavec approxi

mation 1 equation transcendante Rw :=0.

28. Nous posons 2a = n-\-rj et nous de&quot;veloppons RM suivant les

puissances descendantes de n. L int6grale

/ue~ u
\
n e~ r&amp;gt;u dudv

v.
1 4- vj i u 4- v yu

se decompose naturellement en deux parties P et Q, que nous allons

consideYer separement.

Dans la premiere partie P, qui est positive, on a

1 U-\-V^.e,

dans la seconde partie negative Q,

1 U -\- V ^ .

11 (
M

La fonction
,

devient maximum pour w 1, ^==0, et Ton ob-

Fig. 6.

tient la partie principale de P en integrant seulement sur cette partie

du champ d inte&quot;gration qui forme le voisinage du point A. Toutefois
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a cause de la ligne de discontinuit6 AM
,

il faut y ajouter une bande le

long de cette ligne AM. II en est de meme e&quot;videmment pour la partie Q,

et il faudrait done dvaluer P et Q en e*tendant I int6gration sur 1 aire

indique dans la Fig. 6; mais, au lieu de cela, nous integrons d abord

seulement sur une aire dont la forme est
indique&quot;e dans la Fig. 7.

Fig. 7.

Nous
ne&quot;gligeons done de continuer indefiniment la bande le long de

la ligne de discontinuity. Nous verrons plus tard que ce procede est

Mgitime.

29. Evaluation de I int6grale P, 6tendue sur 1 aire indiqu6e, s ob-

tient par un changement de variables.

Nous ddfinissons d abord une fonction
&amp;lt;p (x) pour des valeurs posi

tives de x par les relations

en supposant que t varie de a 1. La fonction
&amp;lt;p(x)

est positive et

constamment croissante, &amp;lt;p(0)
= 0, 9?(oo)=l. Pour des valeurs sutfi-

samment petites de aj, on peut d^velopper &amp;lt;p(x)
suivant les puissances

ascendentes des x; nous avons deja trouve (n 2)

Nous introduisons maintenant, dans I int^grale P, les nouvelles va

riables x, y, en posant

ue
g-l-z -t,

1 w -f v=
&amp;lt;p (x).
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On voit d abord que le long de AM (Fig. 7) x est constant et infini-

ment petit, tandis que y varie de a oo . Ensuite, d apres la definition

de&amp;lt;p(z), on voit que, pour v = 0, on a aussi y= 0, et, le long de OA,
x varie de oo a 0. Nous avons done seulement a nous occuper de cette

partie de l
inte&quot;grale qui correspond a de petites valeurs de x et de y\

mais, pour des valeurs suffisamment petites de x et de y, on peut de*-

velopper u et v suivant les puissances croissantes de a; et de y\ ces

developpements ne contiennent e&quot;videmment que les puissances paires
de y. En e&quot;liminant v, on a

Le premier terme du
d&amp;lt;veloppement de u e&quot;tant 1

,
on a

u = 1 + a x -f ft x2 + 7 f + d x3
-f ex f- + . . .

,

et Ton determine sans difficult^ les coefficients a, p, y, ... par la me&quot;-

thode des coefficients inde&quot;termines. Le ddveloppement de v se trouve

ensuite a Paide de la relation v = u
l-\-&amp;lt;p (x). On obtient ainsi

u= 1 - 1/2 x + x9-
-f ?y

2 -
=

3,2 [i 4. 1/2 a; + ^ ^ + f| V2x*-VZxtf + ...].

II importe surtout de remarquer que tous les termes de v sont divi-

sibles par z/
2
,
car nous avons observe deja que v et y s annulent en

meme temps. On conclut des developpements precedents

2a* -f | V2xy*+ . . .
,

- i K2 a; ^ + ...].

A cause de ti := v -f- 1 7? (r/0 ,
on a

du _ dv
d&amp;lt;p

dx dx dx

du_ d v

dy~ dy

et

du dv du dv_ d v
d&amp;lt;p

dy dx dx dy dy dx
II
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en sorte qu il vient

e~ r)U du dv
-- 1

_ 2a r r
At

I I

7
x dy ,

et
, par le d6veloppement de T

,

(76) . . .

V/ lU

L intgration s etend de x= efy et de y= Q jusqu a certaines va-

leurs positives de re et de ?/, que nous pouvons determiner maintenant

par la condition que la serie 2 ars xr
y

s soit absolument convergente. II

Fig. 8.

n est pas meme ne&quot;cessaire d e&quot;tendre le champ d int^gration aussi loin

que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette determination.

La seule chose essentielle a remarquer ,
c est que cette determination

ne depend en aucune facon de n. Les coefficients ars sont des poly-

n6mes en
jy

et ars=Q lorsque s est impair (Fig. 8).

30. En traitant d une maniere analogue I int6grale Q, nous de&quot;finis-

sons d abord une fonction ^ (re) pour les valeurs positives de 1 argu-
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ment en posant

te-*= e- 1 -*, t l=&amp;lt;f&amp;gt;

l (xl

t variant de 1 a oo . Puis nous posons

!!!!.,-i--.
l + v~

1 U -j- V=
&amp;lt;?! (X).

Le long de AM (Fig. 7) x est positif infiniment petit, y varie de

a oo. Le long de AU, y= et x varie de a oo.

En achevant le calcul comme tout a 1 heure
,

il vient

(77)

ue~ u
\
n e~i u dudv

1+w i u + v yuv

^integration s etend encore de x= efy, y = Q jusqu a certaines

valeurs positives de x et de y. Nous pouvons maintenant
,
dans les for-

mules (76) et (77), tendre I integration jusqu aux memes limites

sup^rieures de x et de y. En re&quot;unissant les integrates, les parties qui
deviennent infinies pour = disparaissent ,

et il vient

. . {ue~ u
\
n e~i u dudv

l-\-vj \-u-\-v Vuv

Dans le second membre, Ti

[
fe-

n^+^x 2r
y
23 dx dy

J J

ne differe de

r re- n ^xt+y^x2r
y
2s dxdy

o o

que par une quantit^ qui converge vers ze&amp;gt;o plus rapidement qu aucune
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puissance negative de n, et nous obtenons enfin le de&quot;veloppement

cherche&quot;

(78) v.]
i

__
gn

Nous n avons pas int^gre&quot; ,
il est vrai

,
le long de toute la ligne de

discontinuity
;
mais , comme le re&quot;sultat auquel nous arrivons reste le

meme en changeant dans une certaine mesure les limites
supe&quot;rieures

de x et de y ,
on voit par la meme que les parties un pen eloignees de A

de la ligne de discontinuity n ajoutent & 1 integrale que des parties

qu on doit
ne&quot;gliger

tant qu il ne s agit que d un d^veloppement suivant

les puissances descendantes de n.

31. En executant les calculs que nous venons de
de&quot;crire,

nous avons

trouve&quot;

(79) . .B M - e-^
2

et de la nous concluons la resolution approch^e de liquation Bn =
par 1 une ou 1 autre des formules

Pour avoir une idee de 1 approximation obtenue, nous avons calcule

la racine de liquation

1 4_
ft2

i J* a ]/~l

~
[i _ JL. !

2 .B2 ...(2n 3)
2

&quot;

8
&quot;

l

&quot; aa &quot;

r h &quot;

1 h
. 2 ...(n

pour w = 1, 2, 3, 4.

Voici les resultats :

Racine Valeur approximative
n. de R = 0. d apres (80). Erreur.

1 ...... 0,2579 0,3015 0,0436

2 ...... 0,7190 0,7341 0,0151

3 ...... 1,2038 1,2116 -0,0078
4 ...... 1,6965 1,7004 0,0049
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Pour de plus grandes valeurs de n, 1 erreur diminue encore, et les

formules (80), (81) suffisent pleinement a notre but.

Riemann
,
en donnant la se&amp;gt;ie semi-convergente, e&quot;crivait

[1.3... .(2 w I)]
2

T (n ~\ - . a I -2A-

1.2...w(8a)
n

&amp;lt;
2 a + 1

et il ajoutait qu on ne peut calculer ainsi J (ai) qu en ndgligeant des

parties de 1 ordre e~ 2a vis-a-vis de I limta&quot;. Le re&quot;sultat auquel nous

sommes arrive&quot; confirme et precise ces indications.

ETUDE DE LA FONCTION P (a) =

32. Nous allons e&quot;tudier maintenant a notre point de vue le d6ve-

loppement en s6rie semi-convergente donnd en 1861 par M. SchlOmilch

de la fonction

e
a

(Zeitschrift far Mathem. und Physik ,
t. VI).

En suivant d abord 1 analyse de M. Schlomilch
,
nous partirons de

ces formules

/oo\ r sinmw
,

1 1

(82)
J ^T^Ti

W~ 4 + 2(e- lj&quot;~
2m

&amp;gt;

o

-
(83) ... =im+Jlog(l e ) Jlogm,

dont la premiere se trouve dans les Exercices de Calcul integral de

Legendre (t. II, p. 189). On pent 1 obtenir sans difficulte a 1 aide du

de&quot;veloppement

_ j e -2nnu^

La formule (83) se dduit de (82) par une integration par rapport

a m.
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En rempla^ant m par , ,..., ,
on de&quot;duit de (82)

Cl (I tt

1 / 1 1 \Z- 1 1 _1_ _1_ _L\
r_

a
\ l~2 I ~l~

2~^j

r
00 du n I . u 2u . 2nu\

4- 1 - 2 (BIO h sin L- ... 4- am -
1

J e
2 *&quot; i V a a a /

e a

et

n . n 2nu\ 2nu . L 2nu\ ,
u

2 sin h . . . + sin - - =sm \-(l cos- - cot-
\ a a / a \ a/2a

En ajoutant a cette Equation celle-ci, qui est une consequence de (83),

2 nu

= -olog2n+ n+ alogo-
I- &quot;&quot; &quot;

a dM
1 cos

o

on obtient

1
2n

- QQQ
dw . 2 MM / /2a , u \ a

-sin
/ cot -^r- d u.^

l a \u 2 a
o

En faisant croltre indefiniment w, 1 int^grale

00 du 2nu
sin

converge vers J ,
et Ton obtient

(84) P()= (log

2nu
PHQ

.^ . J- L/v/O

2 a . u\ a
cot^

- - du
u 2a)

ou

1 cos 2 n u
(85) . .

,
. .Jn=

a/&quot;(|-cot|)
du.
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2 u
C est en d6veloppant cot -

r, suivant les puissances croissantes

de u, que M. Schlomilch a d abord obtenu cette serie semi-convergente

remarquable

B2 B2 B2

(86) . . J. ^Ta + i~47a? + + 2w .(2w)&quot;lo
a - 1 + Rn&amp;gt;

Mais il s est gliss6 une erreur dans cette analyse ,
et le re&quot;sultat ob

tenu par M. Schlomilch
, que RM ne surpasserait jamais en valeur ab-

solue o Tn + i, est ne&quot;cessairement inexacte d apres les remarques que

nous avons de&quot;veloppe&quot;es
dans 1 Introduction.

Dans le Tome II de son Cours d Analyse ,
M. Schlomilch est revenu

sur cette serie
,
en la rattachant cette fois a la formule sommatoire de

Maclaurin
,

il arrive & ce re&quot;sultat que la valeur absolue de Rn ne peut

surpasser

nZ
T__ _

1.2...(2n)a
t \6 47I

2 a2
~

Bn a \6

33. Pour discuter cette srie a notre point de vue
,
nous nous ser-

virons de cette formule

(87) J. = v. p.f ^?

Nous devons indiquer d abord comment on peut passer de la for

mule (85) a la formule (87).

A cause de

- _ co
t-|
=

i

on obtient d abord

^ /
* lau du 1 cos 2 w M

o

ou

00 4av dv 1 cos 4 n n r v

o
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Maintenant on a

_ r 1 -* rx /*i+*= + I +, i

et
,
si nous posons pour abr6ger 4 n r = b

,
4 7i

2 r a= c
,

1 cos n b v

l M 1 l _j___
&amp;gt;__ l 2-f

i A
du rl=

/
4 a (1 cosM&M)L

J M [2

T f ll__ _ M l

u
1
2 u e^-^^^-l

&quot;&quot;

2^pli e ca+tt)_ 1 J

est finie et con

tinue dans le voisinage de w = 0, et, en appelant M sa valeur pour
une certaine valeur de u comprise entre et e, nous avons

/ 4av l cos4
/ n^-^?^

l+.

En faisant croitre n ind6finiment
,
les integrates

f
l ~

^civ_dv cosJ-Tr nrv [*&amp;gt;
lav dv cosln nrv

o

convergent vers ze&quot;ro
;
done

r 4 a v d v 1 coi

et, en faisant tendre vers z6ro c

Lim
n = oo

.

1 9~ ri -
t?= V. D.

1 t/
2 4^,- v _ l

-

V2&quot;

gt^rav j

Liquation (88) conduit done a cette expression de J^,

=: V T) / - PV-
P&amp;gt;

/ 1 ,,J
r

^2 a v
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34. En faisant usage maintenant, dans la formula (87), de 1 identite&quot;

nous retrouvons la seVie semi-convergente (86) avec cette expression

du terme complementaire

(89) .... R_=V. P .
. -

1 tr \4 JT a vl
o

En effet, on trouve

(901 f%&quot;-lP/
a

iit&amp;gt;=:

l -?* ^l
J ^U^W 4 2k(2k)\ a

en substituant pour la fonction P la se&quot;rie qui sert de definition et en

faisant usage de la relation connue

(9H
/ 9 m TT i) -1 A i-

35. L expression du terme complementaire que nous venons d ob-

tenir donne facilement la resolution approche&quot;e de Rn= 0. On a

f(n) d^signant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s agit de

developper la racine de Rn= 0, suivant les puissances descendantes

de n, on ne doit retenir que le premier terme e
~^^ av

, Apres les expli

cations du n 16, ou se prdsentait un cas analogue a 1 occasion du d6-

veloppement de log F (at), il ne semble pas necessaire d insister plus

longtemps sur ce point, car cela reviendrait a repeter a pen pres ce que
nous avons dit la. La resolution approchee de
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se d6duit aussit6t du re*sultat du n 8, par un simple changement de

lettres, et il vient

6
&quot;r

3240(2w+ 1)

5 199

(92) 47i2 a= 2*

)3 n= 2n a,

lg
-

259207r2 a
&amp;gt;

et la valeur approchee de RM ,
en posant 2 TT a = w -J- 77 ,

199On peut, du reste, n6gliger le petit terme . Q 2 dans (93), et

prendre ainsi simplement 2n2 a T
5
2 pour valeur approchee de la ra-

cine de RM = 0.

36. Les expressions pre&quot;ce&quot;dentes montrent 1 extreme approximation

que la s6rie semi-convergente permet d obtenir. L ordre d approxima-

tion est e
~^la

y~, et d6ja, pour a = 1, 1 erreur ne porterait que sur

la dix-septieme de&quot;cimale. Aussi nous prenons pour exemple cette va

leur beaucoup plus petite a=\. On trouve N = 4,52 : il faut done

prendre quatre termes et ajouter encore le cinquieme terme, multiplie

par une fraction X approximativement egale a 0,52. On obtient ainsi

P (|)
= 0,0190210 0,0000415 A,

et, pour A =0,52,

P(J) = 0,0189994;

le valeur exacte est

0,0189992.

L approximation avec laquelle nous avons resolu liquation R n =
ne laisse rien a desirer.



L.

(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 167 176.)

/a

Note sur un developpement de 1 integrale
f

e^ctx.
/

o

Lorsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur x= c com

prise entre a et b, cette circonstance peut 6ter toute signification pr6-

cise a 1 integrale

*

f(x}dx.

a

Comme on sait
, Cauchy a introduit dans ce cas la consideration de

1 expression

rc-e rb

I f(x)dx-{- f(x)dx.

a
c-j-e

II pent arriver que cette expression tend vers une limite d6termine

lorsque la quantit6 positive e tend vers zero
,
cette limite est alors ap-

pele par Cauchy la valeur principale de 1 integrale

/b
re rb

f(x)dx= \im I f(x)dx-\- f(x)dx.
-0 J J

c-\-s

Cette extension de la conception d une int6grale definie n est pas

gdn^ralement admise
,
on 1 a souvent rejet^e a cause de sa nature trop

arbitraire ou artificielle.

Riemann, dans un m6moire celebre (Werke, p. 226) s exprimait de

la maniere suivante :
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,,Dans certaines recherches particulieres ,
d autres determinations de

Cauchy sur la conception d une
inte&quot;grale

de&quot;finie dans les cas ou celle-ci

n existe pas d apres sa definition fondamentale, peuvent etre utiles, mais

elles ne sont pas generalement admises, leur nature trop arbitraire ne

s y pretant guere d ailleurs.&quot;

La valeur principale d une integrate 6tant une
quantite&quot;

nettement

definie, il semble que 1 admissibilite d une telle idee doive dependre
surtout de 1 utilite qu elle pent avoir. Nous croyons que les deVeloppe-
ments suivants montrent clairement, par un exemple, que les ,,recher-

ches particulieres&quot; ou la conception de Cauchy est de la plus grande
utilite (ou plut6t n^cessaire

,
si nous ne nous trompons pas) ,

ne man-

quent pas.

1. Nous consideVons la fonction

/
e
x2 dx

o

et nous supposons la variable relle et positive.

On trouve facilement ce de&quot;veloppement

1 1.8 . 1.8.6 .

La s^rie est divergente, mais on peut regarder cette formule simple-
ment comme une maniere symbolique d exprimer que pour a = oo on a

^
9? (a) = ,

etc.

Nous rencontrerons dans la suite encore d autres deVeloppements

divergents, on devra toujours les interpreter d une maniere analogue.
Nous nous proposons maintenant d e&quot;tudier ce developpement et de

montrer comment il peut servir a revaluation de
&amp;lt;p (a).
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2. Une integration par parties donne

2w

#! , a,,, ..., a, t e&quot;tant certaines constantes positives parfaitement deter-

min^es. En effet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2)

ont meme d^riv^e. Ces deux fonctions seront done identiques lorsqu on

pourra determiner an de maniere qu elles soient 6gales pour une valeur

particuliere de a. Or si Ton prend a positif mais assez petit pour que

il est clair que la formule (2) determine une valeur unique de an qui

sera sup6rieure a cette valeur particuliere de a.

Ces constantes alf a2 ,
. .., an vont toujours en augmentant, c est

ce qu on voit en posant a = a n -{-i
dans la relation

&amp;gt;a2

/
_x-***dx-

d &quot;n I

3. II est clair que si les constantes a 1? a2 ,
... e&quot;taient connues, rien

ne s opposerait plus a un usage Idgitime du d6veloppement (1). Car

supposons que a tombe entre a n -\ et a n ,
alors on aura 6videmment

et on aura renferme&quot;
&amp;lt;p (a) entre deux limites dont la difference est Tn .

II re*sulte de ce que nous trouverons plus tard que TM est precisement

le plus petit terme de la serie T
: -}- T.2 + . . . ou le terme qui precede

ce plus petit terme et qui en differe tres peu.

La determination des constantes 1? a2 ,
... est done le probleme

principal qui doit nous occuper.
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4. II est 6vident d abord que an est la racine positive de I equation

transcendante

, , . 3 .... (2 n 3)
(3) ... . ? (a)= e

mais il nous semble a peu pres impossible de tirer de la des expressions

qui pourraient nous etre utiles,

On peut mettre cette Equation sous une autre forme plus avanta-

geuse. Remarquons pour cela qu en deVeloppant les deux membres de

(2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de

terme sans a dans le premier membre. II doit en etre de meme dans

le second membre
,
ce qui montre que an est une racine de I equation

transcendante

_ 2w + l _|_ 2n + 3 J__L_ _tf-2n + 5J_ - Q
2n -l a 2n-3 a

l.2 2n-5 a

En multipliant par a 2n ~ l et en posant a?= t, a^ sera done une racine

positive de

w
=

w 2m l)\m

Cette Equation admet e*videmment une seule racine positive, on

montre aussi facilement que le premier membre est ngatifpour t=n,
done

a?n &amp;lt;n.

Mais I equation (4), pas plus que 1 ^quation (3), ne semble nous pou-

voir conduire a ce re*sultat que a% est susceptible d un d^veloppement
suivant les puissances descendantes de n

2 _
&quot;

68 1 5582 1

6
&quot;

405 ~n

&quot;

25515 w2 3444525 w3

Ce d^veloppement, quoique divergent, n en permet pas moins de

calculer les aw avec une grande approximation comme on le voit par

ces quelques valeurs :

n
a^ d apres(5) erreur

1 0,85402 0,85413 0,00011

2 1,84365 1,84367 0,00002

5 4,8373767 4,8373776 0,0000009.
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De*ja pour n = 3 1 erreur n atteint plus une unite&quot; du cinquieme ordre,

et on peut consid^rer que notre but sera attaint, des que nous aurons

e&quot;tabli le deVeloppement (5).

Mais cela nous a 6t6 impossible en partant des expressions analy-

tiques que nous avons developpees jusqu ici, et nous avons du suivre

une autre voie. C est precisement la valeur principale d une certaine

integrale d^finie qui se pr^sente ici
,
et il nous semble que ,

dans cette

occasion
,
on pourrait difficilement atteindre le but d une autre maniere.

5. Supposons a ^ alors on a

C0g02(l X2)

-^ o,
dx.

On e*tablira cette formule -en montrant d abord que pour a
&amp;gt;

la d6-

rive&quot;e de 1 expression au second membre est e
a2

,
et ensuite que cette

expression devient infiniment petite en meme temps que a. Pour abr-

ger nous omettons cette demonstration.

II est Evident d ailleurs que cette formule suppose bien a^O, car

la fonction 9? (a) est impaire. Si Ton considere les valeurs imaginaires,

on trouve que a doit etre de la forme r e &amp;lt;P avec r&amp;gt;0et T&amp;lt;9
3

&amp;lt; + T &amp;gt;

4 4

En employant maintenant I identit6

1 x^ n

lX2
~

1 X2

on a eVidemment

- l
L
3 -(2^D 02

.

On retrouve ainsi le deVeloppement (1) mais avec cette nouvelle

expression du terme complementaire

(7) Rn=
,/ -v.p. r^^^a-^daj.K 71 J A *

En partant de cette formule on peut , apres avoir
pose&quot;

(8) a2= w + 7
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deVelopper Rn suivant les puissances descendantes de n, et Ton obtient

(9) Rn
K2wL n if

ou P
, PJ, P2 ,

... sont des polyn6mes en v\, Pk etant du
degr&amp;lt;

2ft -f 1

/

&quot;p
__

(10) . . P,=

Ce dveloppement est divergent mais nous avons dit dej a quel sens

precis il faut y attacher.

Pour la maniere d obtenir ce de&quot;veloppement ,
nous devons renvoyer

a une these presentee a la Facult6 des sciences de Paris
,
inseree dans

les Annales scientifiques de 1 Ecole Normale (3
i6mo

S6rie, Tome 3, 1886,

p. 201258).
On conclut de ce deVeloppement que RM s e&quot;vanouit pour une valeur

finie de
77, dont on trouve le deVeloppement suivant les puissances

descendantes de n egal a

8
_1

68 !

&quot;^

_ _ _ _

6
&quot;

405 n &quot;25515 n2
&quot;

et comme nous avons pos6 a2= w -f &amp;gt;; ,
il en r^sulte

181
-

C est
pre&quot;cise&quot;ment le d^veloppement qu il fallait obtenir.

6. En consid6rant, ainsi que nous 1 avons fait, la quantite* a;t
comme

racine de liquation transcendante

/oo n&amp;gt;2n

v. p. / ,e a^-^dv
J 1 x2

la restriction quensoit un nombre entier
,
devient inutile et Ton d^finit
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ainsi une fonction continue de w. II est certain aussi que le
d&amp;lt;6veloppe

ment obtenu donne une valeur fort approchee de cette fonction tfn des

que n est un pen grand, sans etre ncessairement entier.

Si Ton regarde, an contraire, la maniere dont nous avons defini

originairement la
quantite&quot; crn ,

on voit d abord que 1 equation (3) n a un
sens que lorsque n est entier. II n est pas possible d etendre cette de&quot;-

finition a d autres valeurs. En regardant au contraire a% comme la ra-

cine positive de 1 ^quation (4)

m*-
(2 n - 2 w 1)

on peut bien supposer n variable d une maniere continue, mais la

fonction a\ qu on dfinit ainsi
, devient discontinue lorsque la variable

est egale a la moitie d un nombre impair. II nous semble que ces cir-

constances rendent a peu pres impossible la deduction du developpe-
ment (5) en partant directement des Equations transcendantes (3) ou (4).

7. Supposons qu on ait an -\ &amp;lt;
a

&amp;lt;
an en sorte que

V (a) &amp;gt;T1 + T2 + ... + TB _!,

v(fl)&amp;lt;T1 + T2 + ... + Tn _ 1 + TB .

Calculons la valeur approch^e de

T r(2rc)

(2n l)(2aj*-
l
r(n)

en supposant a grand.
II est visible que la quantite* y a2 n reste toujours finie

,
elle

peut a peine franchir les limites
-g-et -^--

En d&signant done

par ,
e

, g&quot;,
e

&quot; des quantit^s qui s evanouissent avec
,
on a:

[(I -f ?.
)

] n

*-.^/! I m

II
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et

-

Ainsi le deVeloppement (1) permet de renfermer 9? (a) entre deux

0,707
limites dont la difference est approximativement

--
Soit a= 4, on voit que a16 &amp;lt;

a
&amp;lt;

a17 et nous trouvons

&amp;lt;?(4)&amp;gt; 1149400,605,

&amp;lt;?(4)&amp;lt; 1149400,782.

8. Nous feroris voir encore comment on pent pousser plus loin

^approximation et obtenir une valeur tres approchee du terme com-

mentaire Rn .

Reprenons la formule

ou

1 . 3 . . . (2 n - 1)

n

En posant

x

nous aurons
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II est visible que A n est une simple constante numerique qui depend
seulement de 1 entier w, et qu on pent deVelopper de la maniere sui-

vante

1^o- -g,
13

rtl
~

1080

353

90720

1423
&quot;

1088640

D autre part ,
on voit aisement qu on a

n r\ p n _i_ Qi j_ Qs i Qs i

(10) JtJ yo -f-
-

-f- l? -j-
- -

., -h . . .

n n- n6

Qo Qi&amp;gt; Qa&amp;gt;
6tant des polyn6mes en

; qui s ^vanouissent pour ;
= 0,

Qfc du degr6 2A:+ 1 6tant divisible par y
k + \ Ces polynomes sont fa-

ciles a calculer
,
et on trouve

(16)
\ 3/ 1

2
7=

^(40
*

48*+8
l_ j?3_ ll^^J^ 5

64

Ce ddveloppement de B est convergent sous la condition
| ? | &amp;lt;

n

et comme on peut choisir n to uj ours de maniere que | y | ^ ^-
la con

vergence sera rapide et on peut ^valuer facilement cette
quantite&quot;

avec

toute approximation desiree.

II est clair qu en substituant les s6ries (14) et (15) dans la formule

(13) on obtient un developpement de Rw qu on peut rapprocher de la

formule (9). La seule difference est que le facteur . -. se trouve rem-
V2n

, , 1 . 3...(2w 1) ., . . .

place par
--

2n+1 w ^_ t
e
n

,
or d apres la sene de Stirling on a :
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B2 , /2
B
-1\ B8

&quot;I2 / 1 . 2n \ 23 / 3 . 4n3 r
\ 26

/ 5 . 6n5

en sorte qu il est facile de passer de Tune des formules a 1 autre.

Mais la forme (13) pr^sente un grand avantage sur la forme (9),

d abord les polynftmes Q sont plus simples et plus faciles a calculer que
les polyn6mes P et ensuite nous savons maintenant que la divergence
de la seVie AM -j- B provient uniquement de la partie AM qui est in-

d^pendante de 77.

9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer An avec tine

approximation ind6finie
,
c est de prendre rj

= ou a = Kn dans les

formules
pre*ce&quot;dentes. II vient

(17) .... 9? (Kw)=T1 4-T2 4-... + TM 4-A n Tn + 1 .

II faut calculer alors 9? (l/w) a 1 aide de la srie convergente

Nous avons trouv6 ainsi

n An

1 0,15231802765

2 0,15987279536

3 0,16227853807.

D autre part les quatres premiers termes de la seYie divergente (14)

donnent les valeurs approchees suivantes (on a ajoute* les corrections

ne&quot;cessaires)

0,152046 +0,000272

0,1598388 +0,0000340

0,1622704 +0,0000081.

On peut juger par la de 1 approximation que Ton obtient pour de plus

grandes valeurs de w. Dans le calcul de (p (4) on a besoin de la con-

stante A
1C ,

et on trouve a une unite&quot; pres du 8i6me ordre

&amp;lt;p (4) =1149400,63458993.



LI.

(Paris, C.-R. Acad. Sci.
, 103, 1886, 1243 1246)

Sur les series qui precedent suivant les puissances d une

variable,

(Note, presentee par M. Hermite.)

ConsideVons une fonction

dans 1 intervalle O^x^l, la serie 6tant convergente pour x= l On
doit prendre, comme d6finition de

/&quot; (I),

f (I) = lim
-

dim x= i).
1 x

Mais f (1) n existe pas n6cessairement
,
comme le montre 1 exemple

suivant. On a

Je dis que les coefficients &, cn deviennent infiniment petits. En

effet,
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done

_i(t + l)...(*+ n-l)
1.2...7T

-

On en conclut

e-*

lim 6M= ,
lim cn= 0.

Posons maintenant

ou aM = cn cn - 1. Alors on trouve
, pour x= 1

,

/&quot;(I)
= lim (ax -|- a2 -f + a )

= lim cn =

et evidemment
, pour ^ x

&amp;lt;
1

,

Par consequent

/&quot;(I)

-
f(x)= sin

x

Le sinus oscillant entre 1 et -f 1, on voit que f (1) n existe pas
L exemple

_
est plus simple; mais, dans ce cas,

7

-^- croit an dela de toute
-L X

limite en restant constamment n^gatif. II conviendrait alors, peut-etre,
de dire que la derivee existe et que f (1) = &amp;lt;x&amp;gt; .

Mais ici se pose maintenant une question delicate.
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Supposons que f (I) existe et ait line valeur finie, peut-on en con-

clure que

Nous ne le savons pas. Nous n avons pas rencontre un exemple qui

cut montr6 que cela n est pas vrai.

En posant

on a

f (X) = W (Sn

Dans le cas ou la se&amp;gt;ie sn est convergente ,
on a

i

2

comme M. Kronecker vient de le d6montrer x

).

Or on trouve

!-

et Ton en conclut, d apres une proposition de M. Frobenius 2
)

/&quot;(I) \imf (x)x = i
= Q.

X

Ainsi, lorsque la s6rie ^ sn est convergente, la fonction f(x) admet

une d6riv6e qui est continue dans 1 intervalle O^rc^ 1. Mais il reste

douteux
,
si cela reste vrai

,
sous la seule condition que f (1) existe.

i) Comptes rendus, t. CHI, p. 980.

-
) Journal de Borchardt, t. 89, p. W
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Remarquons que, reciproquement lorsque f (x) tend vers une

limite A pour x=\, on peut en conclure

X

Mais cela re&quot;sulte
de&quot;ja

de la continuite de f (x) et de la supposition re

lative a f (x) et ne constitue done pas une
propriete&quot; nouvelle, spe&quot;ciale

00

aux fonctions qui sont
repre&quot;sente&quot;es par une s&amp;lt;rie \ an xn .~*



LII.

(Acta Math., Stockholm, 9, 1886, 385-400.)

Sur les racines de 1 equation Xn = 0.

1. Nous aurons a invoquer dans la suite une proposition d algebre

que nous allons etablir tout d abord.

Soit

1 1

une forme quadratique positive des variables xlt x2 ,
. . .

,
xm .

On sait que les coefficients an sont positifs. Nous ajoutons mainte-

nant la condition que les autres coefficients ant soient tons n^gatifs

ou nuls.

ConsideVons les m Equations Iin6aires

(=1, 2, ..., m)

Nous supposons que les quantites f f sont toutes positives ou nulles.

Dans ces conditions on peut e&quot;noncer la proposition suivante : Aucune
des valeurs de xlJ x2 ,

. . .
, xm tiroes des Equations (1) ne peut etre

negative ,
et si les quantitys |,- sont toutes positives alors xlf x2 ,

. . .
,
xm

le sont aussi.&quot;

Dans la demonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial

l
=

2 %m =
dans lequel on a aussi

X-[
- X2

== . . == Xm ^=z 0.
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On a

i i

et il est clair par la qu au moins un des a;,- doit etre positif car le se

cond membre est positif.

Mais supposons que

soient
ne&quot;gatifs

ou nuls, et

J-&amp;gt;n -j_ i j
iC TJ _[_ 2 &amp;gt; &amp;gt;

Xm
positifs.

Dans la relation

n n n m
(9\ T f T y y n | y. /

| |

. ,

1 1 I w+1

le premier membre est nul ou n^gatif. Au contraire dans le second

membre la premiere partie
n n

XX
1 1

est nulle ou positive ,
et il en est de meme de la seconde partie

m
2 Xi (an x^ -{- a,2i x2 -j- . . . -f nt #).

n+l

Par consequent les deux membres de la relation (2) sont ne&quot;cessairement

nuls tous les deux
,
ce qui exige :

X-^ X&amp;lt;2
Xn v/

La premiere partie de notre proposition se trouve e&quot;tablie par la. Pour

d^montrer aussi la seconde partie nous observons qu en supposant

,
Xm

positifs les n premiers Equations (1) montrent qu on a

(3) ........ ... a n= Q

des que Tun (et seulement un) des indices i, k surpasse w. Et ensuite

il est clair qu on doit avoir

f!
= |2 == . . . = |n= 0.

Cette derniere consequence d^montre la seconde partie de notre pro

position.



SUR LES RACINES DE I/EQUATION X,, = 0. 75

Les Equations (3) font voir que dans le cas exceptionnel que nous

consideYons on a

n w mm
X = 2 ttik XiXk -|- 2 CLikXiXk

1 1 W+lM+1

en sorte que X se decompose directement dans la somme de deux

formes quadratiques positives des variables x
l ^x2 , . . . ,

xn et icn +i, a?w+2,

...,#,. Le cas rr
x
= a;2

= . . . :=#n= se presente alors des qu on

prend ft
= ! = ... = = 0.

D apres ce qui precede il est clair que lorsque X ne se decompose

pas directement dans la somme de deux ou d un plus grand nombre

de formes quadratiques d un nombre de variables moindre que m ,
alors

3q, x2 ,
. . .

,
xm sont tous positifs, meme dans le cas que quelques-uns

des i sont mils.

Corollaire. Soit D le determinant de X et designons par D,-& les

mineurs de D en sorte qu on a

D Xi= ^ DH + 2 D2i -f . . . + |m D mi

alors aucun des mineurs D ik ne peut etre
ne&quot;gatif.

Et si le cas excep
tionnel examine&quot; plus haut ne se presente pas, tous les D,-& sont positifs.

2. Supposons que sur 1 axe des abscisses X on ait dans les points

A et B dont les abscisses sont 1 et -f- 1 deux points mate&quot;riels fixes,

la masse du premier en A 6tant a, celle du second en B, /? (a &amp;gt; 0, ft &amp;gt; 0).

Imaginons encore n points materiels de masse 6gale a 1, qui peuvent

glisser librement sur 1 axe et places entre A et B. Supposons enfin que
deux points materiels se repoussent en raison directe de leurs masses

et en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une

position unique d e*quilibre pour les n points places entre A et B, et

si Ton design e leurs abscisses dans la position d equilibre par

(4) X
l &amp;gt;

X2 &amp;gt;
Xz &amp;gt;

. . .
&amp;gt; Xn

x11 x2 ,
. . .

,
xn sont les racines d une equation

&amp;lt;p (x) =
9? (x) e&quot;tant un polynome du degr6 n de&quot;fini par 1 equation differentielle

(5) . . (l- X*)v&quot;(x) + 2la-p-(
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C est une constante dont la valeur est

n(n + 2a-\-2ft 1)

comme on le trouve en cherchant le coefficient de xn dans le premier
membre de (5).

C est la un cas particulier d un the&quot;oreme demontre dans ce journal,
t 6, p. 321 et suiv.

*)

3. Les racines x^ x2 ,...,xn dependent de a et ft et 1 on peut les con-

side&amp;gt;er comme fonctions des variables a et ft qui doivent rester toujours
positives.

Lorsque a et
ft varient d une maniere continue, x { varie aussi d une

maniere continue et comme deux racines ne deviennent jamais egales,
leur ordre de grandeur fix par les

ine&quot;galite&quot;s (4) ne sera jamais change*.
Nous allons demontrer les

ine&quot;galit6s

En effet, les quantites x^...,xn dependent de a et de ft par les relations

a
ft 1

-f ..-4

1
=o.

(i=l, 2, ..., n)

En prenant les derives par rapport a a on obtient pour les ^~ le sy-
steme Hn6aire suivant:

(8) ... . an a ... a =
(t=l, 2, ..., n)

ou

a
ft I 1 1=

M*&amp;lt;-l?
+(l^^

1,0-436.
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Ce systeme rentre evidemment dans le type des Equations (1) car la

forme quadratique

est positive ,
el Xi -\- 1 est aussi positif.

d X, d X9 Xn
Les valeurs de -r -, -&amp;lt;-, . . .

, v sont done toutes positives.
o a o a o a

On trouve de la meme maniere

d xl
d xz

d Xn _ 1

ail ai2 0in &quot;~

(i=l, 2, . . .
, w)

Ici les seconds membres sont tous n6gatifs ,
et il en est done de meme

des valeurs des -^r^~-
op

4. ConsideVons le cas particulier a = fi, en sorte que #, est fonction

de la seule variable a. II est clair d abord qu on aura

3/i | Xn 3/2 ~~| &amp;lt;&n 1 X% ~\ %n 2 U.

Ainsi en supposant w = 2m ou n = 2m -\- I il suffira de consideVer les

racines positives

*^l j ^2 *
1 ^w-

Nous aliens de&quot;montrer qu on a toujours

a a

(i
= 1

,
2

,
. . .

, m)

En effet supposons d abord n = 2 m
,
on aura11 II

(10)

T 1 9 T T 1 T T i T &amp;gt;

-

*Xyj I aVf ^1 X/| **/ 1 tX/ l | *4/ J vt/ ( -11 11
- ... - -

..
,.

3/i Xm Xi~Y~ X] X\ -j~ 3/j i 3/j p 3/f-(-i
^/

i&quot;i
3/

(
= 1 ,

2
,

. . .
, m)

d ou 1 on d6duit

Gt X-i i tt 3/.1 i i C 3/)|} a Xi

&quot;da
+

&quot;d^
+- + -^ -,_ ; ,. ?

((=1,2,..., TO)

=o
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en posant

fri+Xf (Xi-Xtf

?i = ; 3 a + 4- r^ri^ j2
H 2 + H 7

), = --!- .+ + _I_ , _J 1 , L
to + ^)

2 r
(Xi + a;,--!)

2 r
(Xi + aji+jj

8
&quot;

(a;;+ xm?

Le systeme (11) rentre encore dans le type des Equations (1) car

k est n6gatif et la forme quadratique

est positive. Mais les seconds membres dans le systeme (11) sont tous

negatifs et Ton a par consequent

-=*
da

Dans le cas n= 2 m -f- 1 on aura xm+\ = 0, et

(12)

L4. J___L _L_L_ J_
Xi^Xi-Xl

^ r x i -X i- l ^~X i -Xi+^ *~

-f_L- -4.. J_ _L + JLr ^ ^ r ~

(i=l, 2, ..., w)

La seule difference avec les relations (10) consiste, comme on le voit,
3 i

dans le terme -_- qui est venu remplacer le terme -=-- Ce termc
&amp;lt; 2 iCi

provient de 1 action des deux points mate&amp;gt;iels dont les abscisses sont

Xi et 0.
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dx
On trouve les Equations Hn6aires suivantes pour les

-r^-

UX-i i dXm 6 Xi
oji-^-4-... -+-&quot;

(t=l, 2, ... m)

1 1

et 1 on en conclut les inegalites (9) comme tout a 1 heure.

5. Les demonstrations des propositions exprim^es par les ingalit6s

(6), (7), (9) que nous venons de deVelopper, nous semble la plus simple

si Ton n a en vue que ces ingalits elles-memes. Mais nous avons re-

trouv6 ces inegalit6s encore comme consequences d une proposition

d un caractere plus g6n6ral ,
a 1 occasion d 6tudes sur la quadrature

m^canique de Gauss.

6. Nous allons d^velopper maintenant quelques consequences qui

d^coulent presque imm6diatement de ces inegalites (6), (7) et (9).

Supposons d abord
1 *- 1

B

T.
^ ::

liquation (5) devient

(1 a2
) y&quot; (x) 2x(p (x) + n(n+l)(p(x) = Q

ainsi Xi est une racine de liquation obtenue en ^galant ^. z6ro le po-

Iyn6me XM de Legendre.

Prenons ensuite

On a

(1 x2
) y&quot; (x) -f (1 2 x) cp (x) -f w (n -j- 1)

&amp;lt;p
(x)=

ou si Ton pose
x= cos $,

1
05 (#) cos --- &=y ,

z
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done

cos
\n-\-

9 8 =
cos

et par consequent

(2t 1)*
a;,- cos - pY2 n -f- 1

Dans le cas

1 3
: =

on trouve de la meme maniere

a;= cos ^,

,-
=

^ T -

2 w -f- 1

Mais d aprfes les indcralit^s (6), (7) il est clair que la valeur de #, qui

correspond a a ^ , P= doit etre plus petite que la valeur de Xi

O I
1

pour a = --, P = ^r et plus grande que la valeur de a;,- pour a = -r,

.....
Ainsi on a la limitation suivante pour la racine

.r&amp;lt;
de 1 dquation

Cette proposition est due a M. Bruns qui 1 a obtenue dans le tome

90 du Journal de Borchardt, p. 327.

7. Nous pouvons obtenir des limites plus troites a 1 aicle de j ine&quot;-

cralit6 (9).

Prenons en effet
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on trouvera

X= COS
&amp;lt;p ,

(p (x) cos n
&amp;lt;p ,

\AJ i o -

2 n

et en second lieu

on trouve

X= COS
&amp;lt;p

,

&amp;lt;p 0*0 =

= COS

sin 9?

i n

D apres les inegalites (9) on en conclut la limitation suivante d une

racine positive de 1 ^quation X n = 0:

/T\ * ^ (2 * 1) ^
(B) . ... . . k&amp;lt; M|&amp;lt;m!!--&amp;lt;

Pour une racine negative on aurait 6videmment

Z7T (2 Z - 1)^1
COS -

j

r
&amp;gt; Xi &amp;gt;

COS S-s
-

w + 1 2 w

Soit n^ 10, on a d apres (A)

limites

( 0,98883
flj, 0,03326

(0,95557

X.i 0,07473
0,90097

v 0,82624

0,73305
0,10956

0,62349

( 0,50000
x&amp;lt; 0,13466

(0,36534

( 0,22252
x-Q 0,14779

(0,07473

II
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et d apres (B)

x

8. La proposition d algebre demontree dans le n&amp;lt;&amp;gt; 1
,
ou plut6t le

corollaire que nous en avons deduit, se trouve lie&quot; e&quot;troitement a une

question qui se presente dans le probleme de la distribution d electricite*

sur un systeme de conducteurs.

Soient A1; A 2 ,
. . .

,
Am les conducteurs, elf e2 ,

. . .
,
em leurs charges

respectives et Vlt V2 , ..., Vw les potentiels correspondants.
On a

() Vi= pne1 +Pi2 e2 + ...-\-p in em

(i=l, 2, ..., m)
et rdciproquement

(ft) *
= ?*i V1 + gf &amp;lt;2

V2 + ... + ^ m VM
(i 1, 2, ..., m)

(Maxwell, Traite&quot; d ^lectricite et de magnetisme, 87.)

La forme quadratique

ZZqikXiXk
est positive. Le coefficient positif qa est la

capacite&quot;
du conducteur A,

tandis que q ik est un coefficient d dlectricit^ induit et n^gatif.

Le systeme (?) rentre done dans le type des Equations (1), et d apres
notre corollaire les coefficients du systeme (a) sont done tous positifs ,

ce qui est bien connu et ce qu on tablit directement a 1 aide de la

thdorie du potentiel.
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Mais le systeme (0) n a pas la meme
g6ne&amp;gt;alit6 que le systeme (1)

car on a entre les coefficients q ik les relations

qu + 3t2 + ...+Q f ^0
(i
= 1

,
2

,
. . .

, m)

tandis que dans le systeme (1) on n a pas n6cessairement les relations

correspondantes entre les ctik.

Mais aussi dans le systeme (a) les p ik ne sont pas seulement positifs ,

la th6orie du potentiel montre qu on a en outre

pa^pik-

D apres cela il est fort probable que si Ton assujettit dans Je systeme

(1) ...... Oil Xl + a 2 #2 4~ 4* UimOCm = i

(t=l, 2, ..., m)

les coefficients a,-* ^ ces conditions additionrielles :

8i= au + i2 + . . + a *w = ^;

il en rsultera pour les ~D ik la consequence

Dii^Difc.

C est ce que nous aliens prouver en effet.

9. Supposons d abord

s&amp;gt;0

(t=l, 2, ..., m)

alors on a

II suffira dvidemment de faire voir que D, ! &amp;gt;
D

t
.

2
. A cause de

D X
l
= li D! ! + I 2 Dg! + . . . + fm D OT i

cela revient a montrer que pour

flS + l, ^ 2 --l, *&amp;lt;

=
(&amp;lt;&amp;gt;2)

la valeur de ^ tir6e du systeme (1) est positive. Or on a

i

mm
^ 2
i i
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d ou Ton conclut d abord que les Xi ne peuvent pas etre tous nuls ou

ne&quot;gatifs,
ou bien tous nuls ou positifs et ensuite

#1 ^ 3/2*

Done si x
1

6ta.it nul ou negatif ,
x.2 serait

ne&quot;gatif. Supposons done que

xi} x?, . . ., xn , (m &amp;gt; w^ 2)

soient nuls ou
ne&quot;gatifs,

et

#n -+- 1 %n -f- 2 j )
Xm

positifs.

On devrait avoir

iXi= = 2Xi(a n+ i,iX n + l + . . . 4*

ce qui est impossible car le second membre est positif. On a done ne&quot;-

cessairement x
l &amp;gt;

ou

Dn&amp;gt;Di8.

C. Q. F. D.

II est clair maintenant que dans le cas

Si^O

on doit avoir n^cessairement

car un changement infiniment petit des a ik suffit pour rentrer dans le

cas s,- &amp;gt;
0.

10. Cherchons encore les conditions ne&quot;cessaires et suffisantes pour

qu on ait

D11==D12.

D apres ce qui precede il est clair qu au moins un des s t doit etre nul

mais cela ne suffit pas.

En prenant comme tout-a-1 heure

fi = +l, ^ = 1, fc =
a &amp;gt; 2)
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la condition Dj l
= D 12 revient a x

l
= 0, et les inconnues x.2,

x3 , . .., xm
se trouvent determinees par le systeme

22 ^2 T ^23 ^3 &quot;I I ^2m #m 1
,

32 x 2 + a 3s x 3 + . . . -\-a Sm xm = 0,

= 0.

Deux cas sont a distinguer.

I. La forme

2 2

ne se decompose pas directement dans la somme de deux formes qua-

dratiques d un nombre de variables moindre que m 1.

Alors xz , x%, . . .
,
xm seront n6gatifs ,

d apres ce que nous avons vu
dans le n 1. Et comme on a

m
2

&amp;lt;

= = 52 #2 + S3 Xs -}- . . . -f Sm

on en conclut

Reciproquement, si ces relations (a) se trouvent verifiees, il est clair

que le systeme (1) donnera x
l
= ou DM = D12 car on trouve

et s
l
n est pas nul.

II. La forme

2 2

se d6compose directement dans la somme de deux ou de plusieurs for

mes quadratiques.

Alors les variables
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se d6composent en plusieurs groupes. Soit

le groupe dans lequel se trouve x2
.

Le systeme (! )
se d6compose en deux systemes relatifs aux deux

groupes de variables

2/2 j %Q &amp;gt; &amp;gt;

En ,

Xn + 1
&amp;gt;

&amp;gt;

*

et on voit qu on aura:

^2 &amp;lt; , % &amp;lt; ,
. . .

,
xn &amp;lt; ,

aJn+l ^w+2= == %m == 0.

La relation

&&amp;gt; ^2 ~T~ T ^m *^m

permet done de conclure:

(b) ..... *2= 0, ss= 0, ..., s n= 0.

R^ciproquement ,
si les conditions (b) sont verifi6es et qu en outre on

a identiquement :

mm n n mm
S *Za,ikXiXk-= 2 ^aikXiXk + 2 2 a
22 22

alors le systeme des valeurs de #2 ,
rc3 ,

. . .
, xm tiroes des 6quations (I ),

joint a la valeur ^ = 0, satisfait au systeme (1) et Ton a par conse

quent Dn = D12 . Pour le montrer il suffit evidemment de verifier la

premiere des Equations (1), ou bien l 6quation obtenue en prenant la

somme des Equations (1). Or cette derniere

^1 *^l &quot;T~ ^2 ^2 I I
^w Xm -

se trouve verifiee evidemment.

Nous avons suppose ici n
&amp;lt; m, pour n = m on rentre dans le pre

mier cas; et Ton a le resultat suivant,

Les conditions ncessaires et suffisantes pour que
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consistent dans ce que , pour une valeur sp^ciale de n

2^n^m
on ait

(I) . . . . . . S2 = , *a
= 0, . . .

,
Sn =

et

= =
2, m= ,

= . . . = a3, m = 0,
(II)

n ft n f)
Un, n+1 t*n, n+ 2 tin, m v.

Dans le cas n = m les conditions (II) disparaissent.

11. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n est pas permis
de conclure que les valeurs de x.2t . . .

,
xn sont negatives ,

car la forme

n n

2 Z
2 2

pourrait encore etre decomposable. Mais si cela eut lieu, il est clair

que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur

plus petite du nombre n.

Si done nous supposons que n soit le plus petit nombre pour lequei

les conditions (I) et (II) sont satisfaites
,
on aura

X n +l =Xn +1 = . . =%m =
et a cause de

nous pouvons done ajouter:

la condition Dn = D12 entraine n^cessairement les relations

pour i= 2, 3
,

. . .
,
n

,

pour i
&amp;gt;

M.
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NOTE.

Apres avoir termini la redaction de eel-article, je viens de prendre
connaissance d une note Sur les racines de certaines Equations par
M. A. Markoff, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L auteur y
d6duit d abord la limitation des racines de 1 equation XM= deja ob-

tenue par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la premiere
fois

,
la limitation plus troite (B).

La demonstration que j
ai donne&quot;e est diffe&quot;rente de celle de M. Mar

koff, mais une seconde demonstration a laquelle j ai fait allusion seu-

lement dans le n. 5, ne differe pas au fond de celle de cet auteur.



LIII.

(Bull. Sci. math., Paris, se&amp;gt;. 2, 1 1
, 1887, 46 51).

Exemple d une fonction qui n existe qu a 1 interieur d un cercle.

La notion d une fonction d une variable imaginaire pour laquelle le

domaine de la variable est ne*cessairement restreint par la nature meme

de la fonction est d une si grande importance qu il ne semble pas inutile

de donner un exemple d une telle fonction
,
meme dans un Cours ou il

serait impossible d exposer les recherches de MM. Weierstrass, Mittag-

Leffler, Poincare sur ce sujet.

Peut-etre trouvera-t-on 1 exemple suivant assez simple pour remplir

ce but.

1. Soit a une quantit6 dont le module est gal a 1 unite&quot; On a

fy ty && &amp;lt;5*Oz - *_ i __
_j_
_ _1_

a z a a2 a8

La se&amp;gt;ie est convergente sous la condition mod z = g &amp;lt; 1, et le cercle

de convergence est un cercle C de&quot;crit de 1 origine comme centre avecun

rayon 6gal a I unit6.

En remplacant chaque terme de la se*rie par son module
,
on voit que

z

a z
~

1 Q

Prenons maintenant une suite infinie de quantitys

dont le module est 6gal a 1 unite&quot;, et posons
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En supposant mod Z= Q &amp;lt;
1

,
la seVie est e&quot;videmment convergente

et Ton a

mod /(*)&amp;lt;-- V.
1 Q ** n3

DeVeloppons - suivant les puissances croissantes de z il vient
O/n Z

2 ? y
-4- / 4- -4- .f. _L

S
lflsi S oS

&quot;&quot; &quot;&quot; ~&quot;

La sdrie double restant convergente quand on remplacechaqueterme
par son module, on peut prendre les termes dans un ordre quelconque.
En particulier, il est permis d ordonner suivant les puissances de z

;
la

fonction f(z) peut se mettre sous la forme

et le rayon de convergence de cette se&amp;gt;ie est 6gal a 1 unite. II est clair

aussi que le module d un coefficient quelconque c k ne peut surpasser la

constante V&quot; --, = 1,202 .

&amp;lt;* n3

2. Nous allons etudier maintenant la maniere dont varie la valeur

de f(z) lorsque z s approche d une certaine maniere de la circonfe&amp;gt;ence

du cercle de convergence C.

Mais il faut d abord pr6ciser les valeurs des constantes

G&amp;gt;1 , d-2 ,
. . .

,
ttn ,

...

Si Ton reprsente ces quantitys dans le plan par des points

M. I *2 1 &amp;gt;

in
&amp;gt;

...

ces points se trouvent sur la circonfe&amp;gt;ence du cercle C.

Nous prenons a^ ,
a de maniere que P

1
et P2 se trouvent aux extre-

mit6s d un diametre du cercle.

Nous choisissons ensuite aa ,
a

4
de maniere que la circonference se

trouve divis6e en quatre parties 6gales par les points P17 P2 ,
P3 ,

P4 .
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En continuant ainsi, on choisira a
r&amp;gt;

,
a

P) ,
a 7 ,

a8 ,
de maniere que les

points Plt P2 ,
. . ., P8 sont les sommets d un polygone re&quot;gulier

de huit

c6te&quot;s inscrit dans le cercle.

Generalement pour k = 2 n ~ 1
,
on devra prendre

de maniere que la circonfe&amp;gt;ence C se trouve divise&quot;e en 2k parties 6gales

par les points P1? P2 ,
. . .

, Pvk-

Ayant d6fini de cette maniere la suite infinie

ft} , #2 #37 &amp;gt;

ton i i

il est clair qu on trouvera toujours un nombre infini de points P* sur

un arc quelconque de la circonf6rence
,
si petit qu on voudra le choisir.

II importe de trouver une limite infrieure de

mod (a r a s)

(r&amp;gt;l)

Le nombre a r doit se trouver dans une des suites

2, -, 0,2k,

et il est Evident qu on peut prendre alors pour cette limite inf6rieure

le c6t6 du polygone re&quot;gulier
de 2k cot6s inscrit dans le cercle,

71

mod (a r a
) ^ 2 sin ^-y

et, par consequent,

mod (a r a
) &amp;gt;

2 sin -

(

&quot;

A T

Pour simplifier, nous remarquons que 1 on a

2 sin x
&amp;gt; x,

tant que x ne surpasse pas -J ;
done

a

(3) ........ mod (a r a,) &amp;gt;

~

T

(r &amp;gt; s).

3. Envisageons maintenant un nombre cu quelconque et posons

z =-
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u etant re&quot;elle et positive, Le point P qui repre*sente z se trouve alors

sur le rayon OP*. En faisant tendre u vers I
linke&quot;, en croissant conti-

nuellement, le point P s approchera inde&quot;finiment du point P k de la

circonfe&quot;rence C.

On a, d apres (1),

ou bien

en posant

a n

w-ifc
Dans 1 intervalle ^ u^ 1

,
la fonction FI (u) est ^videmment finie et

continue; nous allons voir qu il en est de meme de F
2 (w). Remarquons

pour cela d abord que

mod &quot;*&quot;

&amp;lt;

: mod (a n a k)

Pour le mettre en Evidence
, joignons par des droites le point Pn qui

repre&quot;sente an avec 0, P et Pk et posons P*OPn = 9?.

A cause de u :g 1
,
on a

4w2 sin2 1 ? ^ (1 -f- w)2 sin2 } 9? -f (1 w)
2 cos2

J 9&amp;gt;

= 1 2 M cos
&amp;lt;p + w2

;

done

=L= &amp;lt;-J-
K 1 2u cos 9? -f M2

~
2 sin | 9?

Mais cela revient a la limitation indiqu6e ,
car

moda/tW = OP =M,
mod (a n a k u) P P n = Vl 2u coa~&amp;lt;p~+if,

mod (a n a^) = Pn P/t = 2 sin A 9?.

Dans la se&amp;gt;ie F2 (u) ,
1 indice n est plus grand que k

,
et

,
a 1 aide de (3),

on trouve . par consequent ,

mod-
8 (

akU
}&amp;lt;

-*-
n6

\a n ttku) nn
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et cela dans tout 1 intervalle 0&amp;lt;w&amp;lt; 1. La seYie 7 tant conver-
*** nn

gente, on en conclut, d apres un the*oreme de M. Weierstrass (voir

Tannery, Theorie des fonctions d une variable, p. 135), que la se*rie

dkU

est absolument et uniforme*ment convergente dans 1 intervalle ^wfg 1.

La fonction F2 (u) est done finie et continue dans le meme intervalle,

et lorsque u tend vers 1 unite
, Fj (u) et F2 (u) tendent vers les valeurs

finies Fj(l) et F2 (l). En posant F
1 (1)+ F2 (1) = A, liquation (4) nous

montre done que

lim \f(akU) -vol. ^
I =A.

On voit par la que , lorsque la variable a s approche ind^finiment de

la valeur a* en conservant constamment le meme argument que eu, alors

la partie re*elle de

est positive et crolt au dela de toute limite. Au contraire
,
la partie

purement imaginaire de f(z) tend vers une limite fixe.

4. Soit maintenant ( ,
P ) un point quelconque a I int^rieur de C

;

on a

f(*)=f(*o) + f (*o) (*
-

o) +^ (
-

*o)
2 + -

,

et le domaine de convergence est un cercle C de&quot;crit de P comme centre

avec un rayon au moins
e&quot;gal

a 1 mod z .

Mais il est impossible maintenant que ce rayon soit plus grand que
1 mod2 , de maniere que I interieur de C tomberait en partie en

dehors du cercle C.

En effet, dans cette supposition une partie de la circonf6rence de C

se trouverait a I inteYieur de C . Prenons un point (a&, P^) sur cette partie

de la circonfe&amp;gt;ence C
(il y en a une

infinite&quot;).
La valeur de f(z] devrait

etre finie pour z= o,k et, lorsque le point z s approche de P suivant le
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rayon vecteur, la valeur de f(z) devrait tendre vers cette valeur finie

de f (ak}.

Mais nous savons que cela n a pas lieu
,
la valeur de f(z) ne tend pas

vers une limite finie
, parce que sa partie re*elle croit au dela de toute

limite.

En conside&amp;gt;ant la fonction f(z) ,
le cercle C forme done bien la limite

naturelle pour le domaine de la variable z. II est impossible decontinuer

cette fonction en dehors de ce cercle.



LIV.

(Nouv. ann. math., Paris, se&quot;r. 3,6, 1887, 210 215.)

Note sur la multiplication de deux series.

Supposons qu on ait deux series convergentes

8 M! + w2 -f- u3 -f . . .
,

t= Vi H- 2 + *&amp;gt;3 +
Lorsque ces deux series sont absolument convergentes, on sait que

la seYie *Lu a vp formee par les produits deux a deux de leurs termes
,

Merits dans un ordre quelconque ,
sera absolument convergente et

e&quot;gale

a st (Jordan, Cours d Analyse, t. I, p. 110).

Dans la suite
,
nous supposons que la s6rie

est absolument convergente ;
mais quant a la seYie

S = M! + M2 + M3 + ...,

nous ne supposerons rien de plus que sa convergence.

Dans ces conditions, la se&quot;rie 2u a vp n est plus n^cessairement abso

lument convergente, et par consequent il faudra pr6ciser 1 ordre dans

lequel on effectue la sommation.

Ecrivons pour cela les termes u a vp dans le Tableau suivant

Mt722 ,
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ou, plus simplement, en indiquant les termes u a vp par des points

(A)

Tragons maintenant dans ce Tableau (A) une courbe C qui est couple

en un point seulement par une droite horizontale
,
et prenons la somme

de tous les termes u a vp qui se trouvent du meme c6t de cette courbe

que uvr
Si maintenant la courbe C se deTorme d une maniere quelconque en

s e*loignant ind6finiment, mais a la condition d avoir toujours une seule

intersection avec une droite horizontale
,
nous aurons fixe&quot; par la 1 ordre

dans lequel on doit prendre les termes de la s6rie 2u a vp.
Nous aliens

faire voir qu on a alors

2u a vp
= st.

Soit L la limite sup6rieure des modules des sommes

MI i

M! -f W2 ,

et sn la limite supe&amp;gt;ieure
des modules des sommes

W
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Alors L est finie et e n converge vers zro en meme temps que , parce

que la se*rie s = u^ + w2 -j- % ~h est convergente.

Soit enfin
7;,,

la limite supe*rieure des sommes

mod

mod

mod -f-

Comme nous admettons que la s6rie

T = mod v
} -j- m d v2 ~h

est convergente, v\n converge encore vers z6ro en merne temps que
Posons maintenant

Sn =
= V V 2 -f- . . . -f V,, ,

et prenons dans la serie 2,u a v p un nombre de termes assez grand pour

y retrouver tons ceux du produit s n tn-

La courbe C enveloppera alors le carre*

et, si nous prolongeons le cote horizontal inferieur jusqu a 1 intersection

avec C
,
nous aurons

II 7
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(2U a Vp) C =S n t n + P + Q.

P= Vi(n + l +Mn + 2 + . )

4- V2 (Mn + 1 + W w+2 + . . )

+ ...............
-|- V n (u n + l + Wn+2 + -.)

Q= v n + i(wi + w2 + % + )

-f V n + 2 (Wi + W2 + W3 + )

-f V w+3 (Wi + W2 + W3 + )

D aprfes ce qui pr6cMe, on a videmment

mod P
&amp;lt;

s n (mod v
1 + mod t 2 + . . . + mod. v n ) &amp;lt;

T W ,

mod Q &amp;lt; L?y n ,

d oti Ton conclut, pour n = oo,

limP 0, limQ = 0,

et, par consequent,

2 u a Vfj
= lim SM &amp;lt; W = s^.

C. Q. F. D.

APPLICATIONS.

I. Prenons les deux series

0) ..... r()= %-f i
8 -

En ordonnant le produit suivant les puissances de z

(3) .... f(z) g (z)
= c + c

t + c2
2 + c3 2

:J + . . .
,

les courbes C sont des droites inclines de 45.

Si les series (1), (2) sont convergentes pour z = R et que la conver

gence soit absolue pour 1 une de ces deux series
,
alors

,
d apres le

the&quot;oreme d^montr^
,
la seYie (3) sera e*galement convergente pour z = R

et 6gale a
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II. Prenons les series

En multipliant, on peut mettre le produit sous la forme

en posant

d parcourant tous les diviseurs de n. Les courbes C sont eVidemment
des hyperboles equilateres.

D apres notre proposition, lorsque la convergence de Tune des series

F (s), G (s) est absolue, alors la se&amp;gt;ie

sera convergente et 6gale a F (s) G (s).

Nous e&quot;noncerons encore la proposition suivante :

Supposons que les series F (s), G (s) soient convergentes pour s a
,

elles seront encore convergentes pour s
&amp;gt;

a. Si maintenant la conver

gence n est pas absolue, on pourra cependant determiner deux nombres

positifs ft, y, tels que la se~rie F (s) soit absolument convergente pour
5 = a + ,

et la se&amp;gt;ie G (s) absolument convergente pour s = a -f y.

Alors la seYie

est convergente et dgale a F (s) G (s) pour les valeurs de s &amp;gt; a 4- -J6?~.
P-hx

Cette sene est aussi convergente et 6gale a F (s) G (s) pour s ^ a
-f- |

Lorsque ft ou 7 est 6gal a z^ro
,
on retombe sur la proposition d-

montree plus haut.



LV.

(Acta Math., Stockholm, 10, 1887, 299302.)

Table des valeurs des sommes S k =y^n~ k

i

Dans le Traite&quot; des fonctions elliptiques et des integrates Eule&quot;riennes

(tome II, pag. 432) , Legendre a donne* avec 16 de&quot;cimales les valeurs de

So, . . ., S 35 .

Cette table de Legendre ne contient pas de graves erreurs
,
mais la

comparaison avec nos resultats montre que dans 6 cas les valeurs de

Legendre ont besoin d une correction d une unite&quot; de la derniere (seizieme)

decimale
;
ce sont les suivants :

S(H S T ,
S 10 ,

Sn ,
S 10 ,

S 35 ,

corrections 1, -[- 1&amp;gt; + 1&amp;gt; + 1&amp;gt; + 1? + 1-

Ces nombres S fc figurent dans le de&quot;veloppement

log JT(1 + x) = - Cx +X (~^ S***,
I

et la table de Legendre a ainsi servi de base au calcul des coefficients

du de&quot;veloppement de la fonction entierefT^)]&quot;
1

entreprisparM. Bour-

guet. (Acta Mathematica t. 2, p. 271 et suiv
).

La disposition de la table suivante n exige aucune explication, mais

nous devons indiquer 1 approximation des valeurs inscrites dans le

tableau.

On a donne&quot; le rdsultat brut d un calcul fait avec 32 de&quot;cimales. Chaque

nombre est la somme d un certain nombre (trente au plus) de nombres
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calculus a une demi-unit6 de la 32tme de&quot;cimale pres. Par consequent

1 erreur d une des valeurs donnees sera toujours inferieure a

0,0000000000 0000000000 0000000000 15.

Mais il va sans dire que 1 erreur sera presque toujours notablement in-

feYieure a cette limite, d abord par suite d une compensation d erreurs

et ensuite aussi parce qu a partir de k= 22 on a obtenu S& par 1 addition

de moins de 30 nombres partiels.

Les relations

4
i i

permettent de controler 1 ensemble des calculs. La premiere verification

donne une erreur de 5 unites
,
la seconde une erreur de 3 unites de la

32eme decimale.
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k S/c.

21 1,0000004769 3298678780 6463116719 62

22 1,0000002384 5050272773 2990003648 18

23 1,0000001192 1992596531 1073067788 73

24 1,0000000596 0818905125 9479612440 20

25 1,0000000298 0350351465 2280186063 69

26 1,0000000149 0155482836 5041234658 50

27 1,0000000074 5071178983 5429491981 01

28 1,0000000037 2533402478 8457054819 20

29 1,0000000018 6265972351 3049006403 90

30 1,0000000009 3132743241 9668182871 76

31 1,0000000004 6566290650 3378407298 92

32 1,0000000002 3283118336 7650549200 16

33 1,0000000001 1641550172 7005197759 30

34 1,0000000000 5820772087 9027008892 44

35 1,0000000000 2910385044 4970996869 29

36 1,0000000000 1455192189 1041984235 93

37 1,0000000000 0727595983 5057481014 52

38 1,0000000000 0363797954 7378651190 24

39 1,0000000000 0181898965 0307065947 59

40 1,0000000000 0090949478 4026388928 25

41 1,0000000000 0045474737 8304215402 68

42 1,0000000000 0022737368 4582465251 53

43 1,0000000000 0011368684 0768022784 94

44 1,0000000000 0005684341 9876275856 09

45 1,0000000000 0002842170 9768893018 55

46 1,0000000000 0001421085 4828031606 78

47 1,0000000000 0000710542 7395210852 72

48 1,0000000000 0000355271 3691337113 67

49 1,0000000000 0000177635 6843579120 33

50 1,0000000000 0000088817 8421093081 59
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61 1,0000000000 0000000043 3680869002 06

62 1,0000000000 0000000021 6840434499 72

63 1,0000000000 0000000010 8420217249 42

64 1,0000000000 0000000005 4210108624 57

65 1,0000000000 0000000002 7105054312 24

66 1,0000000000 0000000001 3552527156 10

67 1,0000000000 0000000000 6776263578 04

68 1,0000000000 0000000000 3388131789 02

69 1,0000000000 0000000000 1694065894 51

70 1,0000000000 0000000000 0847032947 25

Nous avons mis a profit nos rsultats pour calculer la constante

Eul6rienne d apr&s la formule

C= 1 + log 2 log 3 -
1

et nous avons obtenu la valeur sui vante qui est exacte avec 33 ddcimales :

C = 0,5772156649 0153286060 6512090082 402.



LVI.

(Paris, C.-R. ass. frang. avanc. Sci.
,

sess. 16, i, 1887, 168.)

Sur les maxima et minima d une fonction etendue sur

une surface fermee.

Pour une surface fermee simplement connexe, le nombre des maxima
et minima surpasse de 2 unites le nombre des cols (points ou il y a

maximum par rapport a deux angles diedres opposes, minimum par
rapport aux angles diedres supplementaires). C est un re&quot;sultat qui
de&quot;coule facilement d un article de M. Reech (Journal de 1 Ecole poly-

technique, Cah. 37).

En
g6ne&quot;ralisant , pour une surface fermee quelconque , 2/c-fl fois

connexe, on trouve 2 2 k pour la difference entre le nombre des

maxima et minima et le nombre des cols.



LVII.

(Nouv. ann. math., Paris, ser. 3, 7, 1888, 2631.)

Sur une generalisation de la formule des accroissements finis.

1. M. H. A. Schwarz a donne&quot;, dans les Annali di Matematica de

Brioschi (seVie II
,

t. X) le th^oreme suivant :

Soient fv ((,}, f2 (t), . . .
, fn (t) des fonctions replies d une meme variable

reelle t. On suppose que ces fonctions, de meme que leurs derivdes

jusqu a 1 ordre n 1 inclusivement, sont finies et continues.

Dans ces conditions, si tlt tzt . . .
, /, sont n valeurs differentes apparte-

nant a 1 intervalle a, 6, le quotient

i / **
i i

i
1 1 ... 1

1

Lfa *!... q- 1

fn) fn (Jn)

n est pas plus grand que 1; 2 , 3 j r^TTYl et Pas p ^us

m
Fl~2T31 (n 1 ) !

^ designant la plus grande ,
m la plus petite des

valeurs du determinant

/i ^ fz (f) .../ (* )

A (H A O&quot;) fntt&quot;)

sous les conditions

&amp;lt;
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Comme le remarque M. Schwarz, ce the&quot;oremepermet d e&quot;tablir, d une

maniere rigoureuse ,
certaines propositions fondamentales dans la theorie

des courbes planes ou gauches. Soit, par exemple, M un point d une

courbe gauche ,
et prenons sur cette courbe trois points infinirnent voisins

de M. Le plan osculateur en M est la position limite du plan qui passe

par les trois derniers points. A 1 aide du theoreme de M. Schwarz, on

reconnait aussi clairement les conditions dans lesquelles cette proposi
tion est exacte.

2. La demonstration que M. Schwarz a donnee de son the&quot;oreme est

extremement simple. La circonstance qu elle exige des integrations

nous a conduit a chercher si Ton ne pourrait pas arriver au but d une

maniere plus elementaire.

Nous avons reconnu alors que le quotient considere est
e&quot;gal

a

A (0 f-2 (* ) fn (0

1! 2181. ..( !)!

OU

*&quot;
=

&amp;lt;M = (^, A2 , ..., tn ),

Ci . tc,, . . .

, tit) de&quot;signant
un nombre compris entre le plus petit et le plus

grand des nombres t
l , ,, . . ., tk-

3. La demonstration de ce theoreme s appuie principalement sur le

lemme suivant.

Si une fonction f(t) s annule pour n valeurs differentes de la variable

^i) = o, ny = o, ..., /(&amp;lt;)
= o,

alors on a

^.-i)W=0|
ou
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II faut supposer que la fonction f(t] admet des derivees f (t), f&quot; (t\ . .
.,

/
(n ~ 2

&amp;gt;(0 qui sont finies et continues et que f(n ~ 2}

(t) admet encore une

de&amp;gt;ive finie f(n - ]}
(t),

mais on n a pas a supposer que f
(n - ]

&amp;gt;

(t) soit continue.

En effet
,
soit

, par exemple ,
n= 3 et

Ayant

t, &amp;lt;
tz &amp;lt;

ty

on en conclut d abord

/&quot;(o=o, /&quot;(&amp;lt;&quot;)= o,

t 6tant compris entre ^ et t% (en excluant les limites), et t&quot; entre 2 etf3
.

Ayant done

t
&amp;lt; t&quot;,

on voit ensuite que la fonction
f&quot; (t) doit s annuler pour une valeur de

la variable comprise entre t et
t&quot;,

valeur qui sera comprise aussi entre

f
t
et fg

.

4. En s appuyant sur ce lemme, la demonstration du theoreme

enonc6 est tres facile. Nous supposerons n = 4, et posons

(1)

f(x) g(x) h(x) k(x]

f(y) 9(y] h(y) k(y)

f(z) g(z) h(z) k(z)

g (t) h (t) k (t)

I x x2
or

3

i y y&quot; y
3

z &quot;

t t
2

1

e&amp;gt;

Considerons la fonction

F(u) =
f(x) g(x) h(x) k(x)

f(z) g(z] h(z) k(z]

f(u) g(u) h(u) k(u)

1 x x2

1 y y
2

y

z z

1 u u- w;3

II est clair qu on a identiquement

et encore, a cause de la valeur A,

F (0 = 0.
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On en conclut

ou

ce qui revient a

f(y] g(y.
(2) . .

1 (x) h (x) k (x)

i (y} ft (y} k (y)

f(z) g(z) h(z] k(z)

/*&quot;() ? &quot;()
*

&quot;&amp;lt;0
*

&quot;()

1 X

-1.2.3 1 y
i 1 Z

= 0.

Soit maintenant

g (x) h (x) k (x)

g (y} h (y} k (y}

f(u) g(u) h(u] k(u)

II est done clair qu on a

1.2.3 1 y y
2 A.

1 U M2

done

ou

(a;, y, s).

On a, par consequent,

\f(x)
g(x) h(x) k(x]

/
3) |

f(y) g (y} h (y) k (y)

f&quot;(l) 9&quot;(*l) h&quot;(f,) k&quot;(n)

I r ;

(0 ff &quot;(C)
A

&quot;(f)
h

&quot;()

Considerons enfin la fonction

f(x) g(x] h(x] k(x)

f(u) g(u] h(u) k(u)

II est clair qu on a

1.2.1.2.3 ^A^O.
u

1 X
1.2.1.2.3 A.

1 u
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done

oft

Or cela revient a

/&quot;(a?)

/ (I)

(a;) k(x)

(f) * ()
&quot;

fo) *&quot; fo)

1.1.2.1 .2.3A = 0,

ce qui est 1 expression du thor&me annonc6.

On remarquera que cette demonstration suppose seulement que les

de&quot;riv6es secondes

admettent des d6riv6es

mais il n est pas n6cessaire de supposer que ces dernieres fonctions

soient continues.

Mais, si Ton ajoute cette derniere condition [la continuity de f &quot;(t),

g &quot;(t),
h

&quot;(t),
k

&quot;(t)~],
on conclut directement que, si a;, y, z,t tendent

vers une meme limite a, on a

/&quot;(a) ^(a) h(a) k(d)

f (a) g (a) h (a) k&amp;gt; (a)
lim A =

1.1.2.1.2.3
f&quot; (a) g&quot; (a) h&quot; (a) k&quot; (a)

f&quot; (a) g
&quot;

(a) h 1 &quot;

(a) k 1 &quot;

(a)
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(Paris, Bull. Soc. math., 16, 1888, 100113.)

Sur une generalisation de la formule des accroissements finis.

1. Soient f(u), g (u), h (u), k (u) quatre fonctions replies de la variable
rdelle u. On suppose que ces fonctions sont finies et continues

,
ainsi

que leurs derivees du premier et du second ordre, et enfin que

r(tO, g&quot;(u), h&quot;(u), k&quot;(u),

admettent encore des derivees

mais qui ne sont plus necessairement des fonctions continues.

Si maintenant x, y, z, t sont quatre nombres in6gaux ,
nous allons

conside&amp;gt;er le rapport des deux determinants

|

f(x) g(x) h(x) k(x)

D=J f(y) 0(y} h(y) k(y]

/(*) ffto h(z) k(z)

f(t) g(t) h(f) k(t)

1 X X1 X?

1 y 2/
2

2/

a

Iiy iy-i rto& & &

1 t t
2

t
3

Nous
de&quot;signerons ce rapport par A

,

A = D

II est clair que A est une fonction symetrique de x, y,z,t, et nous

pouvons supposer
T &amp;lt;^ 11 &amp;lt;^ y &amp;lt;^ /^ \ y \ * \ I
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On a ainsi

f(x) g(x) h(x) k(x)

f(y) g(y] h(y) k(y]

f(z) g(z) h(z) k(z)

f(t) g(t] h(t) k(t)

ss U.

Remplac.ons, dans le premier membre, t par une variable w, on

obtiendra une fonction de u qui s annule pour u = z et pour u t, et

dont la driv6e s annule par consequent pour une valeur u = d = (z, t),

en d^signant par (z, t) un nombre compris entre z et t (en excluant

les limites).

On a done

f(x) g (x) h (x) k (x)

f(y) g(y} h(y) k(y]

f(z} g(z) h(z) k(z)

f ttj g (tj h UJ k tfj

A

X XA

=0&amp;lt;

Remplagons, dans le premier membre, z par une variable u: on ob

tiendra une fonction de u qui s annule pour u= y et pour u z et

dont la d^riv^e s annule pour u = y l
=

(y, z) :

f(x) g(x) h(x) k(x)

f(y) g(y} h(y} k(y)

f M ff M h M * (7i)

En continuant ainsi
,

il vient

f(x) g(x) h(x) k(x)

f () g (i;) h ($) k ()

f M 9 M WM ^ (n\

= 0.

1 x x* or
3

1 2^ 817?

o i s.ti sts

&amp;lt;*&amp;lt;%&amp;lt; 6 &amp;lt;&quot;

Remplagons maintenant Ci par une variable M, on aura dans le pre

mier membre une fonction de u qui s annule pour u= ^ ,
M = \ et
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Ton en conclut

f(x) g(x) h(x) k(x)

/ (*) ? () h (t) & ()

/&quot;Oh) 0h) A M ft Oh)

/&quot; (Q &amp;lt;?&quot;(C2) *&quot;(f2) ft&quot;(t2)

2
= Oh &amp;gt; 1) ,

x
&amp;lt; ! &amp;lt; &amp;lt; C

1 X X2 X3

1 2 3 2

1 2^ Srf

002 6
2

= 0.

En remplacant encore
j^ 1 par une variable u, on trouvera

, par le

meme raisonnement
,

f(x) g (x) h (x) k (x)

A

1 X X

1 2| 3 1

002 67?

002 6

X3

= 0.

Et
,
si nous remplagons enfin

2 par une variable w
,
on trouvera

(a;) k(x)

(& A ;

(f)

&quot;

(17) *&quot;
(17

A

1/y /y2 /v3
X/ i&amp;lt;y */

1 2 3 1
2

002 6?/

000 6

= 0.

c est-a-dire

(1) . . . A=
1!2! 3!

f(x) g (x) h(x) k(x)

f() Q (S) h (Q k ()

Ayant = (#, ?/), ^ = (y, 0) et
?;
= (I, 7^), on en conclut y = (x,

et Ton trouvera de meme f= (rc, &amp;lt;)

Le resultat que nous avons obtenu peut s 6noncer ainsi :

Le rapport A n est pas plus grand que yy 2
.

gt
et pas plus petit que
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7YI

^ f 2| 3&amp;gt;

,
en d^signant par M la plus grande , par m la plus petite des

valeurs du determinant
,

f (
u

) ff (
M

) A (M) k (u)

f (u } g (u }
h (u } k (u )

f&quot; (u&quot;} g&quot;(u&quot;} h&quot;(u&quot;) k&quot;(u&quot;}

f&quot; (u &quot;) g
&quot;

(u &quot;}
h

&quot;

(u&quot;

f

)
k &quot;

(u &quot;}

sous les conditions

u= x,

u ^u gy,
U 1

&amp;lt;U&quot; ^Zj
u&quot; ^ u &quot; ^ t.

C est la un the&quot;oreme qui se rapproche beaucoup d un autre th6o-

reme donne par M. H. A. Schwarz (Annali di Matematica de Brioschi,

sri II
,

t. X). La limitation que nous venons d obtenir est un peu plus

resserree que celle donne&quot;e par M. Schwarz.

2. Notre demonstration suppose seulement que les fonctions

admettent des deriv6es

f &quot;(u}, g &quot;(u) t
h

&quot;(u), k
&quot;(u}.

Mais supposons maintenant en outre que ces dernieres fonctions

soient continues, et faisons tendre dans la formule (1) re, y, z et t vers

une meme limite a; il viendra

(2) lim A =
1! 2! 3!

9&quot; (a)

h(d)

h (a]

h&quot; (a)

h &quot;

(a)

k(a]

k (a)

k&quot; (a)

k &quot;

(a)

ConsideVons le cas ou les nombres x, y, z, t tendent de telle facon

vers la limite a, que a n est jamais en dehors de 1 intervalle (x, t).

Nous allons montrer que la formule (2) subsiste alors sous des condi

tions bien plus larges relatives aux fonctions f(u], g(u), h(u), k(u}.

En effet, il suffit alors que ces fonctions soient finies ou continues

II 8
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ainsi que leurs drives du premier et du second ordre
,
et que les

expressions

f&quot;(a + h)-f&quot;(a) g&quot;(a + h)-g&quot;(a)

h h

h&quot; (a -f h) h&quot; (a) k&quot; (a -f h) k&quot; (a)

h h

tendent pour h= Q vers des limites determiners que nous dsignerons
encore par f &quot;(a), g &quot;(a), h&quot; (a], k

&quot;

(a).

On voit done que dans la suite nous ne supposerons pas 1 existence

des de&quot;rive&quot;es f &quot;(u), g &quot;(u), h
&quot;

(u), k &quot;

(u) pour des valeurs de la vari

able autres que a: la formule (1) devient done inapplicable. Mais nous

supposerons toujours

3. La demonstration de la proposition que nous venons d noncer

se compose de deux parties.

D abord on dmontrera que la proposition est exacte dans certains

cas particuliers; ensuite on ramenera le cas
ge&quot;ne&quot;ral

a ces cas parti-

culiers.

Posons

f(x) g(x) h(x] k(x)

f(y) 9(y) h(y) k(y]

f(z) g(z) h(z) k(z)

f(t) g(t) h(t) k(t)

En remplacant t par une variable u, on conclura

f(x) g(x] h(x) k(x) I

f(y) 9(y] h(y] k(y]

f(z) g(z] h(z) k(z)

(3) . . . .

(4) . . . B = 0.

Soit maintenant

(5)
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Apres avoir substitue&quot; cette valeur de B dans liquation (4-), on

trouvera

f(x) g(x) h(x) k(x)

f(y) g(y] h(y] k (y)

ffoi) 9 M h M k M(6) . . . .

Posons

(7) C (y x)D

et substituons dans liquation (6): on conclura encore par le meme
raisonnement

(8) . . . .

Soit encore

(9) . . . .

il viendra

f(x) g(x) h(x) k(x)

f M ff (li)

D = (d ^)E,

(10) ...

1

f(x) g(x) h(x) k(x)

f (S) g (^} h (^} k (t)

et si nous posons enfin

(11)

on aura

f(x)

(12) C,
(

f,

. . E= (i?1 -f)P,

g (x) h (x) k (x)

g&quot; (r\}
h&quot; (rj)

k&quot;
{i]

V = Q.
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Les Equations (3), (5), (7), (9), (11) montrent qu on a

D
-r\

(t z)(z y) (y x) (d K) (ft I)

et, comme on a

il vient

(13)

A = (t z) (t y) (t x)

X(z y)(z x)

X(y x).

-a F
t y ) \z x] t x 1

et, d apres liquation (12), on a

f(x) g(x) h(x) k(x)

T ( h\ fl^ (J~\ n* ( \ 7f^ ( /Y\
I is/ y Vs/ * i,s/ I* \^/)

(14) . . . .

en posant

t X

Q B s

/ _^^ /y / /y*
6 iX/ I JU

Remarquons d abord que, a cause de

on aura eVidemment

Par consequent, dans le cas ou Ton aura

F
lim r 0,

t x

la formule (13) permettra d en conclure

lim A 0.

Tjl

Examinons maintenant 1 expression
-- - donn^e par la formule (14).
t x

La valeur de P pent s 6crire

t x a t x a
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D apres notre supposition ,
a n est pas a I ext^rieur de 1 intervalle

(x, Oi C et
rj

sont a rint6rieur de cet intervalle. Par consequent les va-

leurs absolues de -~ a
et J

- sont infeVieures a Tunit6.
f vO V Js

D autre part, d apres notre hypothese,

aC a

tendent vers une meme limite
f&quot; (a).

Par consequent, lorsque f&quot; (a)
=

t
on aura certainement

limP^O,

et meme, lorsque f&quot; (a) n est pas nulle, P restera toujours fini.

Les memes conclusions s appliquent e&quot;viclemment aux quantites

Q, R, S, et, si Ton remarque que les autres elements du determinant

(14) tendent vers des limites finies, on arrive a cette conclusion:

I Dans le cas particulier ou 1 on a

la proposition enoncee est certainement exacte ,
et Ton a dans ce cas

lim A = 0.

Supposons maintenant que 1 on ait seulement

mais k &quot;(d)^Q. Les quantit6s P, Q, R tendront vers z6ro, S restera

fini. Or le coefficient de S, dans le determinant (14), est

f(x) g(x) h(x)

et les fonctions f(u), g(u) 1 h(u] 6tant finies et continues, ainsi que

leurs derivees du premier et du second ordre, ce coefficient tendra vers

ze&quot;ro dans le cas ou 1 on a

=0.
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On en conclut:

II. Dans le cas particulier ou Ton a

et

f(a) g(a) h(a)

f (a) g (a] h (a] = 0,

f&quot;(a) 9&quot; (a) h&quot;(a]

la proposition e&quot;nonc6e est exacte, et Ton a

lim A = 0.

Consid6rons enfin le cas

f(x) = l, g(x} = x, h(x) = x2
.

On a identiquement

1 x xz k (x)

1 x x1

k(x)

I y y&quot; k(y)

1 z z2
k(z]

1 t t
2

k(t)

1 t k (t)

k&quot; (a)

1.2.3

1.2.3

k &quot;

(a)

1.2.3

Or on a
,
d apres (I) ,

en sorte qu on trouve dans le cas actuel

k&quot; (a)

,

hraA ^I727B
III. Dans le cas particulier

la proposition ^nonc6e est exacte et Ton a
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4. II sera facile maintenant de trailer le cas
g6ne&quot;ral.

Pour abreger l e&quot;criture
,
nous de&quot;signerons le determinant D ainsi

\f(x), g(x), h(x), k(x] |

.

Comme nous avons d6ja trait6 le cas

/
&quot;

(a) =g &quot;

(a) = h
&quot;

(a)
= *&quot; (a) = 0,

nous pourrons supposer que 1 un au moins de ces quatre nombres ne

soit pas nul, soit

k &quot;

(a) ^ 0.

Posons

1
&quot;

(a)
K/// /_\ k (x)

=:
ti (x) i

n &quot;

(a\

on aura identiquement

D= \fi(x), g,(x), h^x), k(x)\,

et il est clair qu on a

ft (o) = , gi (o)
=

,
h{ (a) = 0.

Par consequent ,
dans le cas ou le determinant

A (fl) ffi- (o) h
i ()

/i (a) 01 (a) Ai (a)

/Ha) Pi (a) M (a)

est nul
,
on a

lim - = lim A =:
,A

d apres le lemme II
,
ce qui est bien conforme avec la proposition

Nous n avons done qu a conside&amp;gt;er le cas D^ ^0. Or, dans ce cas,

1 un au moins des mineurs de Dlf qui sont les coefficients des elements

de la derniere ligne horizontale
,
doit etre different de zero. Supposons

que ce soit

A () 9\ ()

/i (a) g{ (a)

D,=

qui n est pas egal a zero.
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Un au moins des elements A (a), gl (a) doit etre different de
ze&amp;gt;o;

supposons que ce soit

3
= A (a)

qui n est pas mil.

Calculons encore les constantes

D
2

D,

On a maintenant identiquement

A (a;), ft (a;), ^ (x), A (a?), 1 (a?), (x a)
2

,
A (x)

A (a?) #1 (a?), ^x (a;)
-^-

(a; a)
2
, A

i

i A (a), &amp;lt;7, (a), (a; a)
2

, &(a?)
|

= -
| /, (a;), (a; a), (a; a)

2
,
k (x)

+
\ A (#) fl i (a?)

- -

-y-
(a; a), (a; a)

2
,
k (x)

\ ,

A (a;), a; a, (a; a)
2

, k(x)
\

r 1, a; a, (a; a)
2
,
A (a;)

j

+ I A (^) r, x a, (x a)
2

,
k (x)

\

et par des substitutions successives

D =
Y~2 i

r
i 1, a; o, (a; a)

2
,
k (x)

f) Q~

2 i y
~

)i (^ )

2
,
* (a;)

+ A (a?), fl i (a;), ^ (x) ~^(x a)
2
,
A (x)

\

.

En divisant par A et en passant a la limite, on trouve directement
les limites des rapports des determinants au second membre par les

lemmes II et III. En effet
, ayant

1, x a, (x a)
2

,
k (x) =&quot;

1, x, x*, k (x) \ ,

il vient d abord, d apres III,

lira
| 1, x, x2

, k (x) \
: A = - k

&quot;

(a),
1 . o
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Les trois autres rapports sont nuls d apres le lemme II
;
en effet on a

II vient done

,.
D pqrlim * Jnm --

Jt 2 ,

k
&quot;

(a)

1

1! 2! 3!

fi (a) fl i () /z, (a)

A (a) 0i(a) M(a)

A (a) 9i(a) h{(a)

A (a) 5-! (a) h
} (a) k (a)

A (a) g\ (a) h[ (a) k (a)

A fli (a) A? (a) A&quot; (a)

A&quot; (a)

ou

lira =
1! 2! 3!

f (a) g (a) h (a) k (a)

f (a) g (a) A (a) K (a)

A (a) 0&quot;(a)
A&quot; (a) k&quot; (a)

A&quot; (a) A&quot; (a)

Notre proposition est ainsi d^montrde dans toute sa generalite*.

II est clair que la condition que a n est jamais en dehors de 1 inter-

valle (x, t) sera toujours satisfaite si Ton suppose que 1 un des nombres

x, y , z, t reste constamment 6gal ^. a; les autres peuvent alors tendre

vers a d une maniere quelconque.

Nous avons consider^ des determinants du quatrieine degr6 ,
mais

il est & peine ne*cessaire de dire qu on pent 6noncer un theoreme ana

logue dans le cas d un nombre quelconque w de fonctions w ^ 2.
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5. Pour montrer une application ,
consideVons une courbe gauche

9&quot;( )i v(0 * (0 &ant des fonctions reelles de la variable relle t.

Soil M un point de la courbe, correspondant a t= t.

Q
. Nous adopte-

rons la definition suivante du plan osculateur en M: le plan osculateur

en M est la position limite (s il y en a une) d un plan passant par M et

par deux autres points de la courbe, qui sont infiniment voisins de M.

Les deux autres points correspondant a t = ^ et t = t
2 , liquation

du plan passant par les trois points est

4-

(

Supposons maintenant que les trois fonctions

&amp;lt;P* V, X

soient finies et continues, ainsi que leurs derivees

et enfin que ces dernieres fonctions admettent des de&quot;riv6es
,
mais pour

la valeur particuliere t = tQ seulement.

En divisant alors par

t\

1 L t

et en faisant tendre ^ et &amp;lt;

2 vers t
,

il viendra

7

(g

Par consequent, si cette Equation repr^sente un plan determine&quot;
,
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c est a dire si les coefficients de X, Y, Z ne s e&quot;vanouissent pas a la fois,

ce plan sera d apres notre definition, le plan osculateur en M. Et Ton

voit que 1 existence de ce plan suppose seulement que

-.
h h h

tendent vers des limites de&quot;terminees pour h = 0.

C est la un fait analogue a ce qui se pr6sente dans la th^orie des

courbes planes, lorsqu on de&quot;finit la tangente en un point M comme

limite d une s6cante passant par M, et par un second point de la courbe

infiniment voisin de M. Alors
,
si liquation de la courbe est

y = f(%],

I existence d une tangente en M (a, b) suppose seulement que

h~

a une limite determinee, mais la fonction f(x) peut tres bien ne pas

admettre une d6rivee pour d autres valeurs de la variable.

II est clair que la proposition que nous avons e*tablie permet d 6non-

cer des propri6t6s analogues relatives a I existence du cercle osculateur,

de la sphere osculatrice
,
etc.



LIX.

(Nouv. ann. math., Paris, sr. 3, 7, 1888, 161 171.)

Note sur 1 integrale / f(x)$(x}dx.
J
a

L objet de cette Note est la demonstration de la proposition suivante:

Soit f(x) une fonction non d6croissante entre les limites x = a et

x = b (a &amp;lt; 6). Alors il est toujours possible de determiner n constantes

X\&amp;gt; X% t ) -En

a
&amp;lt;

X
l &amp;lt;

X2 &amp;lt;
. . .

&amp;lt;
X n -1 &amp;lt;

Xn &amp;lt;
b

,

et n -}- 1 constantes a
x ,

a2 ,
. . ., a w + i qui sont comprises respectivement

dans les n -}- 1 intervalles formes par les n -J- 2 quantitys

/(a), /&quot;(a;!), /(a;2), ..., f(xn -i), f(xn), f(b),

de telle facon qu on ait

f

2
/

-\-an

Gfzn(x) e&quot;tant un polyn6me quelconque en x du
degre&quot;

2n au plus.

1. La determination des constantes Xk, a* est evidemment un pro-
bleme determine car les conditions imposees fournissent 2n -j- 1 relations

entre ces inconnues. Pour les ecrire
,
nous pouvons prendre
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en faisant

II vient ainsi

= 0, 1, 2, ..., 2w.

(1). .

an}(xn a)*
+ 1+ a w + i(& a)

k+ l

Remplacons dans cette relation k par k-\- 1 et retranchons les deux

Equations, apres avoir multipli6 la premiere par b a; on aura

(2)

(\(b a) (k + 1)
-

(k + 2) (x a)] (x
-

a)
k
f(x) dx

= -(az fll ) (6
- SJ fo - a)

k+

(OQ o2 ) (6 #2) (rBg a)

(*=0,l,2,...,8n 1).

(=1,2,.. ., n).

Pour simplifier, nous posons

(3) (a fc+ i ok)(b xk)(xk a)

et nous remarquons que

f[(b a) (k + 1) (k+ 2) (x a)] (x a)
k
f(x) dx

= (b x)(x a)
k+ l

f(x) f(b
-

Les relations (2) peuvent done s e&quot;crire

j\b x) (x a)
k + l f (x) dx

a

= A
x (xl a)

k
-f- A 2 (x2 a)

k
-\- . . . -f- A n (Xn

-

et il est clair par la qu on aura

f\b x)(x a) f (x) G2n-i(x) dx
^ {

= AjGon-i (^i) -f A2 G 2n -

(x) d x.

= 0, l,2,...,2n 1),

- -f A M G 2 _i(a:n)&amp;gt;

(x) 6tant un polyn6me quelconque en x du degre* 2n 1 au plus.
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On reconnalt maintenant que la determination de xlt x, . . ., xn ,
Alt

A2 ,
. -, A revient a la solution d un probleme bien connu. On sait que

xlt x2t . . ., xn sont les racines de liquation

(5) ...... Pn (x) = xn + c^&quot;-
1

-}-. .. 0,

Pn (x) e*tant le d^nominateur du degr n d une des rduites de la fraction

continue

(6)

z)(z a)f (z)

x z
dz

X Qn

X a .

Ces racines sont replies, inhales et comprises dans 1 intervalle (a, b),

et nous pouvons supposer

a
&amp;lt;

x
l &amp;lt;

x2 &amp;lt;
. . .

&amp;lt;
xn &amp;lt;

b.

On commit aussi 1 expression des constantes Ak qui sont positives. En

posant

X Z

Qn(^)
P /^ est une des r6duites de la fraction continue, et Ton a
* H (X)

On peut encore se servir de la formule suivante qui n exige pas la

connaissance du numerateur Q w (o;),

(7) A /Q ^ X.2 ^n
&quot;

Les constantes Akt ak qui figurent dans la fraction continue et les

polyn6mes Pk (x) se calculent de proche en proche par les relations

(8)

**/* i /y

(q*
+\ p t__ j p *-i
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(9) .

= (b-z)(z-a)f (z}dz

j&quot;(b

z) (z
-

a) f (z) [Pk (z}J dz

(A =1,2, 3,...).

*) (*

(10) . . ak = ~

j (b z)(z a)f(z)\?k (z)J dz

= 0, 1,2,...).

2. II reste a trouver les inconnues alf a2 ,
. . .

,
a n +i.

On connait d abord, par les relations (3), les differences

/i 1 \ Ak ., 10
(b Xk) (Xk a)

Pour achever la determination des ak ,
il faut recourir a Tune des Equa

tions (1). En choisissant, pour plus desimplicite, la premiere (k= Q), on a

(12)
= (6

-
a) an+ i

-
b x

l
b x^

Cette equation fera connaltre an+ i, et Ton trouve ensuite tous les ak

a 1 aide de (11).

Des combinaisons et reductions faciles .fournissent ,
du reste

,
les

formules suivantes :

(b a)
[&amp;gt;!

(13)
x) r

(U)

f
k

(x a)f (x)

,i

/ (b x)f (x)dx

An

a a xn a



128 NOTE SUR UNE INTEGRALE.

(15) A n

(16)

(b a) \_f(Xk) aA]

= {
lk

(x a)f (x)dx

;-l

6 x
l

b x2

/ (b x)f (x)

k a

dx

a

(ft =1,2,...,*).

3. Le probl&me propos6 est ainsi r6solu compl^tement ;
il nous

reste seulement a d^montrer que les constantes alf a 2 , . . ., a n + i sont

comprises respectivement dans les intervalles formes par

Remarquons d abord qu on a eVidemment (11)

a
x &amp;lt;

a2 &amp;lt;%&amp;lt;...&amp;lt;
flw &amp;lt;

a M + i.

Ensuite nous observons que I equation qui nous a servi de point de

depart peut s dcrire

,

I

J

en designant par 9? (x) une fonction discontinue, non decroissante, dfinie

de la maniere suivante :

(17)

pour a
&amp;lt;

x
&amp;lt;

x
1 ,

X n -\&amp;lt;X&amp;lt;Xn ,

Xn&amp;lt;x&amp;lt; b.

On a
, par consequent ,
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On en conclut que la difference

f(x)-&amp;lt;p(x]

doit changer de signe an moins 2n + 1 fois dans 1 intervalle (a, 6).

En effet, si 1 on suppose que le nombre / des changements de signe

soit inferieur a 2n -j- 1, done

et que ces changements de signe se produisent pour

il est clair qu en posant

G (x) = (x X
l)(x-TQ...(x X l),

la fonction

aurait un signe constant dans 1 intervalle (a, 6). Or, G (x) e*tant un poly-

n6me de degre 2n au plus, on doit avoir

f(x) cp (x)~] G (x) dx = 0,

ce qui est impossible. La supposition / ^ 2w est done inadmissible et

f(x) &amp;lt;p (x)

doit changer de signe au moins 2n -\- 1 fois dans 1 intervalle (a, b). Or,

si Ton construit les lignes

y =
et qu on se rappelle que f(x) est non decroissant, on voit immediate-

ment que / ne peut pas etre superieur a 2n -\- 1
; ensuite, il est clair

qu on a n6cessairement

f(a) &amp;lt; 99 (a),

(18) . . .
&amp;lt;p

(Xk tXf(XkXy&amp;gt;(Xt-\-e] (k= 1, 2, . . ., w),

e 6tant une quantit6 positive suffisamment petite. Or ces indgalites

expriment precisement la propri^t6 qu il s agissait cle d^montrer.

4. D apres cc qu on vient de voir, les premiers membies des formules

(13, (14), (15) et (16) sont positifs. On peut de&quot;montrer aussi directement

II 9
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que les seconds membres sont positifs. C est 1& une consequence imme-

diate des m^galit^s

(19)

(x a)f (x)dx

_A| ___I__A 2___|

- Aft l

b xl b #2 b Xk-i

(x a)f (x}dx

(20)

&quot;

b&amp;gt; x
1

~*~
b -

\b x)f (x}dx

_,

+ +

(ft =1,2, ..., w + 1).

(*= !, 2, ...,);

a

f*
I (b x)f (x) dx

i

n a

An

= 1,2, ...,n),

(On doit prendre x = a, x n + l = b dans ces formules).
On peut les etablir de la maniere suivante. Soit

(21)
c
x

m (x)
I

(x a)f (x)dx,

m(x) sera une fonction non de&quot;croissante et m(a)= 0. Dfinissons ensuite

une seconde fonction discontinue et non dcroissante
,
ainsi qu il suit

rv i ^ .,

\ / I f*\r*cr~i ii/^ rt f O1 f **lUIoUUC I* ^v^ U/ *^ U/j j

/y &amp;lt;^^^
/y* ^^^&quot;^ T*

11 *A/1 ^-N^ AV ^-^ tAst)

(22) .

rrw &amp;lt;
a;

&amp;lt;
b.
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Par une integration par parties ,
on trouve

/ (b x)
k m(x)dx

(23) . . . .

et, d apres la definition meme de la fonction t*(x), on trouve

Kb
.

| ^-~ [A! (b xrf -h Ao (b
- xjk

-f- . . . -f A w (b xnY]-

En faisant attention a la formule (4),
on en conclut

r
b

/ [m(x) /*(#)](& x)
k dx= (k= 0, 1, 2, . . .

,
2n 1);

a

d ou il suit que la difference

m (x) n (x)

doit changer de signe au moins 2n fois dans 1 intervalle (a, b). Mais,

d apres la nature de la fonction /*(.r), on voit facilement que le nombre

des changements de signe doit etre exactement egal a 2w et qu on a,

en outre ,

jU (Xk e) &amp;lt;
W (Xk) &amp;lt; A* (Xk + e) (k = 1 , 2

,
. . .

, n) ,

fi (b) &amp;lt;
m (b).

Or ce sont Ik precisement les inegalites (19).

Pour demontrer les inegalites (20), nous posons

i
b

(25) n(x) = l
(b x)f (x)dx

a

et

_
A

i

x

(26)

1 1- ... 4- - lorsque a
&amp;lt;

x
&amp;lt;

a;,
,

\ a x.2 a xn

v (x) = ?
h + -

^i &amp;lt;* /y ft T n

.. l\ /y. , &amp;lt;S~ /) ^ Tv
\&amp;gt;(,) ft

a- n 1 \ * \ * n
&amp;gt;

v (T\ T &amp;lt;^ T &amp;lt;^ by
\&amp;gt;*s

I
&quot; \J

;j *~n ^*** * ^^^ *s
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Les deux fonctions sont non croissantes et

n (b) =v(b) = 0.

Ensuite on trouve facilement

i

(27) . -

f
\ (x a)

k n(x)dx

-[-

v)f (x) dx

et

(28)

(x a)
k v (x) d x

\
= T-rt^ (xl a)

k
-f- A2 (X2 a)

k + . . . + A (x n a)
k

.

I *-f-l

On voit par la qu on a

i\n(x)~ v(x)](x a)
k dx=Q (k = Q, 1, 2, ..., 2n 1);

j
a

d ou il suit que la difference

n (x) v (x)

doit changer de signe au moins 2n fois dans 1 intervalle (a, b). Mais,

comme tout a 1 heure, il est facile de voir que le nombre des change-

ments de signe doit etre exactement 6gal a 2w, et qu on a n6cessaire-

ment

v (xk -\- ) &amp;lt;
n (xk) &amp;lt;v(xk E) (k= 1 , 2

,
. . .

,
n

,

v (a) &amp;lt;
w (a).

ce qui e&quot;quivaut
aux

inga]ite&quot;s (20).



LX.

(Bul. Sci. math., Paris, s6r. 2, 12, 1888, 222-227.)

Sur 1 equation d Euler.

1. L integration generale de liquation

_dx dJL -o
1/X

- * VY
~

X = 4 a
x
y? -f- 6 az x

2
-f- 4 a3 a; -f- ai

(a) ... 0,

a,

xy

02 2

a.ic z/ a2 2 m

m etant la constante arbitraire.

Cette formule est nouvelle peut etre
,
du moins nous n avons pas

re*ussi a la retrouver dans les nombreux travaux sur ce sujet.

Toutefois elle d^coule tres facilement d un Memoire de Richelot

(Journal de Crelle, t 44, p. 277), mais elle ne se trouve pas explicite-

ment dans ce travail. L analyse suivante differe tres peu de ce qu on

peut lire dans le M6moire de Richelot.

2. Considerons une forme quadratique ternaire

y= a X2
-f b Y2

4- c Z2
-f 2d Y Z + 2eZX -f 2fX Y

et la forme adjointe

-2DYZ + 2EZX + 2FXY,
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qui peut s crire aussi

X Y Z

X a f e

Y
Z

b d

d c

Nous suivons maintenant la methode d Euler: ainsi nous prenons

pour point de depart une equation doublement quadratique et sym6-

trique deux variables x et y.

Pour cela, nous annulons la forme y apres y avoir effectue les sub

stitutions

(1) . . . . X = l,

II vient ainsi

(2) . a + ib(x + y? + cxz

ce qu on peut crire aussi

X = a fx -\- J bx\

X
l f+ (2e + J 6) x

X2
= J b dx 4- crc

2
,

Y
,
Ylf Y2

6tant les memes fonctions de y.

On en tire liquation differentielle

dx dy

|/X
2-4X X2

et, si Ton effectue maintenant 1 identification

X? 4 X X2
= ic

4 + 4o
t
a? -f 6(r2

on trouve

= d2 6 c
,

- u

(3)

II s agit maintenant d exprimer a, 6, c, d, c, /&quot;

a 1 aide de o
, a^Og

et d une quantit^ indetermin^e m qui sera la constante arbitraire.
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Pour cela
,
nous remplacons la troisierne des relations (3) par celles-ci

e
2 ac a2 -f- m,

be df=a2 2m.

On a done maintenant les six equations

be d2 = A = a,Q,

ac e
2 = B = 2 m

,

ab /
2 =C = 4 ,

ef ad=D = a3 ,

df be = E = a2 -\-2rn,

Or la determination de a, &, c, d, e, /&quot;par
ces relations n offre aucune

difficulte: en effet, on sait que la forme adjointe de 9^ est simplement

egale a A
&amp;lt;p,

A etant le determinant de 97, done

Aa= BC D2
, A6= AC E2

,

= EF AD, Ae = DF BE,

A A /^l &quot;T*x*

&f= DE CF.

On obtient maintenant I intlgrale generale cherchee en substituant

ces valeurs de A a, ... dans 1 equation (2), qu on multipliera d abord

par A.

II est clair par la que la relation cherchee s obtient simplement en

annulant la forme adjointe de 9^ et en effectuant les substitutions (1).

Dans la relation ainsi obtenue

X Y Z

X A F E

Y F B D
j

Z E D C

il suffit de restituer, au lieu de A, B, . . .
,
leurs valeurs (4) pour ob-

tenir le resultat annonce (a).

3. Supposons que Ton determine la constante m par 1 equation

cubique

a2 2 m
a,

2m
a2 -f m

a.



136 SUR L EQUATION D EULER.

ou

et

S = a o
4

4 a
l

3 a

T =
a2 a3

sont les invariants de X = an x4 4- 4 a, x3 4- . -4- a tu i i i |
^V

4

Alors on sait, d apres une propriete connue des determinants (ou
des formes quadratiques) , que le premier membre de (a) est un carre&quot;

parfait. Ainsi la relation entre x et y se r6duit dans ce cas a une

Equation de cette forme

i

P ~h q (x ~{~ y) ~h r x y ou y =.
q -j-rx

1

relation qui doit toujours satisfaire a liquation differentielle.

On obtient ainsi, correspondant aux trois valeurs de m, trois sub

stitutions lin^aires qui transforment en elle-mcme la differentielle ellip-

dx
tique-p=.

On voit que cette determination n exige pas la resolution

de liquation X= 0.

Pour m =
&amp;lt;x&amp;gt;,

l 6quation (a) se reduit a (x y)
* = et Ton obtient

ainsi la quatrieme substitution line&quot;aire x 2/
= 0, qui transforme en

elle-meme la differentielle elliptique. Les trois autres peuvent s ecrire

m.

1 a i

_ ^L+J*

xy ci2 ^ wi (

etant une racine de liquation cubique.

= 0,

4. ConsideVons encore le premier membre de (a). En posant x= y
et changeant de signe, on trouve facilement

x

a 2m
a2 -f&quot;

m
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H= (a o
2 a?) a;

4
-f ... 6tant le hessien de X. [Voir aussi Darboux

,

Journal de Liouville, 2 e s6rie
,

t. XVIII
, p. 220

).]

Si Ton determine encore m par 1 equation cubique, H -|- wX devient

un carr6 parfait ,
et Ton a

, par exemple ,

4- wX== a2 -{- m
aQ 2

II est clair par ce qui precede qu on peut 6noncer cette proposition:

Soit

un polyn6me du second
degre&quot;, qui ne differe que par un facteur con

stant de VttT-\- mX.
Alors

,
en posant

on aura une substitution lineaire qui transforme en elle-meme la diff6-

*

rentielle elliptique

5. D apres ce qui precede ,
le premier membre de (a) change de

signe devient egal a H 4* w X en posant x= y. Or soient h et f les

secondes polaires de H et de X respectivement ,
h -\-rnf sera une ex

pression doublement quadratique et syme&quot;trique
en x et y, et qui se

reduit a H 4- m X pour x= y.

Mais d apres une remarque due a M. Halphen et qu on ve&quot;rifie di-

rectement
,
deux expressions doublement quadratiques et sym^triques

en x et y, qui sont egales pour x= y, ne peuvent difif6rer que par un

terme A (x y)
2

.

l

)
Nous profitons de cette occasion pour signaler les corrections suivantes: dans les

valeurs de H et de K, formule (7) page 221, il faut remplacer partout Y par Y, et

page 223, ligne 7 en descendant, il faut faire le mme changement. Ces corrections ont

aussi une legere influence sur les art. V et VI du Memoire de M. Darboux.
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Des lors, un calcul facile montre que Ton peut e&quot;crire la relation (a)

sous cette forme

h + mf+ (i
i
2
S - m2

) (x
- yf= 0.

Cette forme de I int6grale de 1 equation d Euler est due a M. Cayley ;

Laguerre 1 a retrouvee de son c6t^ dans le Bulletin de la Societe ma-

thematique de France, t. I.



LXL

(Paris, C.-K. Acad. Sci ., 107, 1888, 617618).

Sur 1 equation d Euler.

(Note, presentee par M. Darboux.)

On a represente deja de bien des manieres I int6grale ge*n6rale de

liquation
dx dy

L une des formes les plus elegantes semble etre celle-ci

i _ t^tU xy
a

1 a
!

a2 2 C
(A) . . .

X+J C

-=0,

xy a2 2 C a.3

C tant la constante arbitraire. Sous cette forme, on voit directement

qu en determinant C par 1 equation cubique

a
t

a2 2 C

tti a 4- C a.

o.

= 0,

a2 2C
c est a dire

4C3 SC T= 0,

le premier membre de (A) devient un carr^, et la relation entre x et y

devient de la forme

p + &amp;lt;i (x + y) -h f ^ y =
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On obtient ainsi les trois substitutions line&quot;aires qui changent en

elle-meme la diffeVentielle elliptique. Ces substitutions line&quot;airespeuvent

s crire, par exemple,

Si Ton pose ici x= y, le premier membre devient un polyn6me du

second
degre&quot;

en x qui ne differe que par un facteur constant de J/H-f-CX,

H = (a a2 a?) a* -J- . . .

6tant le hessien de

X = a x* -\- 4 aj 3? -f- . . . .

L on voit que, reciproquement, si 1 on connalt un polyn6me

ax2
-\-2px-\-y proportionnel a l/H -j-CX ,

axy-{-p(x + y) + y = sera Tune des substitutions lin^aires qui chan-

gent en elle-meme la ditferentielle elliptique



LXII.

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 107, 1888, 651653.)

Sur la reduction de la differentielle elliptique a la forme normale.

(Note, presentee par M. Darboux.)

1. On effectue ordinairement la reduction de la differentielle

dx

Vx
a la forme normale

X =

dy

(oh S et T sont les invariants de X) ,
soit en etablissant entre x et y une

Equation doublement quadratique, soit a 1 aide d une substitution line*-

aire x=
yy+d

On peut presenter cette reduction sous la forme suivante :

L integrale gne&amp;gt;ale de liquation differentielle

c etant la constante arbitraire.
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On pourra donner a c une valeur quelconque; en prenant c= ou

c= oo, on obtient des formules assez simples.

Pour y = oo
,

les deux valeurs de x fournies par la relation (a) se

confondent en une seule x= c, ce qui fait connaitre la signification de

la constante arbitraire.

2. Mais cette formule (a) donne aussi les substitutions lineaires En

effet, si 1 on determine c par liquation biquadratique

J c

2

= a c4 -j- 4
O.-L

c3 -\- 6 a2 c
2
-}- 4 a3 c -J- 4

=
,

2 a a^ G

c a^ a2 a

c 2 3 a^

le premier membre de (a) est un carr6 parfait, et la relation entre x

et y se re&quot;duit &

1 -i

= 0.

xy c a2

On obtient ainsi les quatre substitutions lineaires correspondant

aux quatre valeurs de c.

3. D apres une remarque due a M. Cayley, on peut de*duire 1 inte&quot;

grale generale de liquation (1) de celle de 1 ^quation d Euler. On ob

tient ainsi

1
c -\- x

1

c-\-x

crc

= 0.

Des transformations faciles permettent de constater directement que
les determinants qui figurent dans les formules (a) et (b) soi.t gaux
au signe pres.



LXIII.

(Ann. Fac. Sci.
, Toulouse, 2, 1888, K. 126.)

cl cc

Sur la transformation lineaire de la differentielle elliptique

(PREMIERE PARTIE.)

CONSIDERATIONS PR^LIMINAIRES.

1. En introduisant dans la differentielle elliptique

doc

VuQ x* -f 4a1
#3

-f-

une nouvelle variable y par la substitution line&quot;aire

on obtient un re&quot;sultat de cette forme

dx dy
~~

:

X = a o:
4

-f- 4 a
x
ar^ -J- 6 a 2 a:

2 + 4 a3 rc -j- a4 ,

Y =6o2/

4
-f 4 ^l2/

3 + 6622/
2 + 4&,y + 64 .

Cette transformation a e&quot;te&quot; d6ja traite maintes fois : cependant il

nous a paru qu on ne 1 avait pas encore envisag6e sous un certain point

de vue qui ne semble pas sans inteVet.

Nous pr^f6rons 6crire la relation entre x et y sous la forme

P + 5 x + r y -f s x y = ,

et il sera quelquefois plus commode d crire X et Ysous forme homo-

gene
X a #* -f 4

1
ara; / + 6a

L,.^
2
a:
/2 + 4a3 a;rr

/3
-f 4 ^

/4
,

Y = 6 1/ -j- 46, y*y + 662 y
2
y
/a
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et nous emploierons sans distinction ces formes non homogenes ou ho

mogenes: il faudra toujours supposer dans ces dernieres x = y = 1.

2. Voici deux remarques qui se pr6sentent immediatement. On

constate d abord que, si Pon considere les invariants de X

T=
0&amp;lt;,

a2 a4 + ^l a2 a3

et les invariants correspondants S
,
T de Y, on a

S = S
,

T = T .

C est la une consequence immediate de la
propri^te&quot; caract^ristique

des invariants. En effet, la valeur de Y se de&quot;duit de celle de X en

remplacant

x par a y-\-py ,

y par y

et en divisant ensuite par (ad /?y)
2

.

Ainsi Ton a

4 a
:
a3 -|- 3 a|= 60 &4 4 b

x
63 -j- 3 Z&amp;gt;o

= S ,

= T.

2 &quot;3
U 4

En second lieu
,
consideVons les racines des Equations X = 0, Y = 0.

En les d6signant par xlt ic2 ,
#3 ,

x et yt , y2 , j/3 , j/4 respectivement ,
il

est clair que

et par consequent le rapport anharmonique des racines de X=0 est

au rapport anharmonique des racines correspondantes de Y = 0.

Si nous ddsignons, pour abre&quot;ger,
un tel rapport

^zr?^1 4

Par 0&amp;gt;
2 3

^
4

)
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(1 . 2 . 3 . 4)= (2 . 1 . 4 . 3) = (3 . 4 . 1 . 2) = (4 . 3 . 2 . 1) = A,

(1 . 2 . 4 . 3) = (2 . 1 . 3 . 4) = (3 . 4 . 2 . 1)= (4 . 3 . 1 . 2) = y ,

(1 . 3 . 2 . 4) = (2 . 4 . 1 . 8) = (3 . 1 . 4 . 2) = (4 . 2 . 3 . 1) = 1 A,

(1 . 3 . 4 . 2) = (2 . 4 . 3 . 1) = (3 . 1 . 2 . 4) = (4 . 2 . 1 . 3) =^ -. &amp;gt;

t ^ A

(1 . 4 . 2 . 3) = (2 . 3 . 1 . 4) = (3 . 2 . 4 . 1)= (4 . 1 . 3 . 2) =^^
(1 . 4 . 3 . 2) = (2 . 3 . 4 . 1) = (3 . 2 . 1 . 4) = (4 . 1 . 2 . 3) = T-^T-

Ces six valeurs du rapport anharmonique sont dirTe*rentes en gnral ;

il n y a exception que dans les cas suivants.

A. A = 1 (ou = 2
,
ou =

) ;
alors

1 A _ 1

1 A~~A 1~
=

2

B. A= 1 -f- e (ou = 1 -}-
2
) ,

etant une racine cubique imaginaire

de l unit

1; i
, ^

*
-i

|A
1

. . X -t-,

II faudrait ajouter le cas A= 0, 1, oo, mais ce cas ne peut se
pre&quot;

senter que lorsque les racines de 1 dquation X = ne sont pas toutes

distinctes et nous en ferons abstraction. Dans ces cas exceptionnels le

rapport anharmonique peut meme devenir tout a fait indetermine
, par

exemple , lorsque x
v
= x = rc3

.

3. Nous posons maintenant la question suivante: dtant donnas deux

polyn6mes du quatrieme degre&quot; X, Y, quelles sont les conditions n-
II 10
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cessaires et suffisantes pour qu il soit possible de satisfaire a liquation
differentielle

dx dy
&quot;

:

par une relation de la forme

P -\~ Q% -f~ r y

La re*ponse est presque immediate. D apres ce qui precede, il est

ne&quot;cessaire certainement que les invariants de X soient
e&quot;gaux

aux

invariants de Y, mais il est facile a voir que cette condition est aussi

suffisante.

En effet
,
on peut remarquer d abord que cette

coalite&quot;
des invariants

entratne aussi I egalite des rapports anharmoniques des racines de

X = et des racines de Y = 0.

Ce fait bien connu
,
nous allons le deduire ici des formules qui don-

nent la resolution de 1 equation X = 0, dont nous aurons besoin encore

dans la suite.

On a d abord a calculer les racines w
, u&quot;,

u &quot; de liquation cubique

(1) ........ 4w3 SM T = 0.

Ensuite on a a calculer les racines carries

(2)

mais, a cause de la relation

(3) .... m&quot;m&quot;m
&quot; =

|

on voit qu on peut exprimer par exemple m &quot; rationnellement au

moyen de m et m&quot;.

Les racines de X = sont alors donnes par les formules

i + m

(4) 1

ctox3= a
x

m -f- &amp;gt;&quot; W&quot;,

:

4
=

Ol m m /x

-f wi
x//

.
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Ces formules conduisent directement & cette consequence que les

rapports anharmoniques de xlf x2) rc3 ,
x s expriment rationnellement

par les racines w
, u&quot;,

u &quot;. En effet, on trouve, par exemple

m * m
ou bien

7
M/ U&amp;gt;

&quot;

\ __U U&quot;

* &quot;

~~~~7 / / i
- ~&quot;

/ / //

(5) . . . 11= 1 M&quot; u

^ \~ U &quot;

U&quot;

Or, comme liquation Y = donne lieu a la meme Equation r^sol-

vante en u, on voit bien que I egalite des invariants entraine I ^galit^

des rapports anharmoniques.

Ce point tant tabli
, supposons

x
1 x% #1 #4 _ 2/i 2/3 . y\ 2/4

^2 *^3 *^2 &quot;^4 2/2 2/3 2/2 2/4

et supposons qu on determine les coefficients p, q, r, s dans la relation

(6) ....... p -\-qx + ry + sxy = Q,

par la condition que , pour

x= xlt y = y\i

x= x%, y = 7/2 1

X^ #3 , 2/
:=:

2/3 &amp;gt;

on aura aussi ne&quot;cessairement
, pour #= a;4 , y = yr

La substitution (6) donnera alors n^cessairement un r^sultat de cette

forme

dx dy
~~ =

ou c est une constante. Mais maintenant les invariants de cY doivent

encore etre 6gaux & ceux de X ou de Y, ce qui donne

d ou Ton conclut c= -f- 1-
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Nous venons de determiner les coefficients p, q, r, s (ou plut6t leurs

rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes

de x et de y:

x= 3q , #2 , #3 , #4

2/
=

2/i 3/2 2/3, 2/4,

mais, a cause de

(1 . 2 . 3 . 4) (2 . 1 . 4 . 3) = (3 . 4 . 1 . 2) = (4 . 3 . 2 . 1) ,

il est clair qu on aurait pu etablir les correspondances suivantes:

Nous obtenons done le r6sultat suivant:

Pour qu il soit possible de satisfaire a 1 equation diff&amp;lt;6rentielle

dx dy
~~

:

par une relation de la forme

p + qx + ry -\-axy = 0,

il faut et il suffit que les invariants de X soient 6gaux aux invariants

de Y; et, si cette condition est remplie, il existe toujours quatre rela

tions de cette forme qui satisfont a 1 Equation difftSrentielle.

On peut nommer ces relations des
inte&quot;grales

lindaires de liquation

differentielle
,
et notre but principal sera maintenant d approfondir au

point de vue alg6brique la determination de ces integrates lineaires.

II faut remarquer, en effet, que, d apres ce qui precede, on peut

bien ecrire directement ces integrates lineaires, mais a condition d avoir

resolu d abord les equations X = et Y = 0. Les operations non ra-

tionnelles necessaires pour cela sont d abord la determination des trois

racines u
, u&quot;,

u &quot; de 1 equation cubique en u, et ensuite on a a cal-

culer encore quatre racines carrees.
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Mais
,
comme on vient de reconnaltre que le probleme admet tou-

jours quatre solutions, la solution doit ddpendre d une seule Equation

du quatrieme degre, et ainsi il doit etre possible d obtenir rationnelle-

ment ces integrates lin^aires apres avoir calculi les racines d une

equation cubique et deux racines carries.

Ainsi, au point de vue alg6brique, la me&quot;thode qui consiste a passer

par les racines de X= 0, Y= n a pas toute la simplicity possible.

Mais, avant d aborder le probleme que nous venons de poser, il

convient de computer encore par quelques remarques ces consideVa-

tions preiiminaires.

4. Nous avons vu que les rapports anharmoniques des xlt xz , #3, x

s expriment rationnellement au moyen des racines u
,

u&quot;
,
u &quot;

. Or, dans

les formules (4), les racines carries doivent satisfaire a la relation (3)

et par consequent il est permis de changer a la fois le signe de deux

de ces racines carries. II est clair qu un tel changement de signes re-

vient a une certaine permutation des racines #1? x2 , x3 ,
x et 1 on

conclut maintenant que ces permutations sont precisement celles qui

laissent invariable le rapport anharmonique.
II est facile de trouver directement 1 dquation du sixieme

degre&quot; qui

determine les rapports anharmoniques. Les coefficients de cette Equa
tion sont evidemment des fonctions sym6triques de u

, u&quot;,
u &quot;

et s ex

priment ainsi rationnellement par S et T.

Les Equations (5) donnent facilement

3w =(u u&quot;)(\ -f A),

3w&quot; =(u M&quot;)( 2-fA),

3u&quot; =(u u&quot;)(+ 1 2A),

et , en substituant ces expressions dans les relations

S = 4 (u tt&quot; + u&quot;u
&quot;

-f u &quot;u } ,

T= u u&quot;u
&quot;,

il vient

9S = + 4 (u
f

u&quot;f X 3 (1 A -f P) ,

27T = 4 (M
X

M&quot;)

3
(1 + V ( 2 + A) (1 2 A);

done

(8)
*

108,T2
~

(1+&amp;gt;1)

2
(2 A)

2
(l 2 A)

2
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On veVifie directement que le second membre ne change pas en rem-

placant A par -y-
ou par 1 L

La resolution de cette Equation du sixieme
degre&quot;,

nous le savons,

ne renferme pas de plus grandes difficulte*s que la resolution d une

Equation cubique. En effet
,
ses racines s expriment rationnellement au

moyen de u
, u&quot;,

u
&quot;; mais, comme liquation (8) ne renferme que le

seul parametre ^ qui est un invariant absolu
,

il vaut mieux introduire

aussi dans liquation cubique ce seul parametre.

Soit done Su= Tv: il vient

S3

**-&(v+i)=v,

et, en
de&quot;signant par v

, v&quot;,
v

&quot;

les racines, on a

v v&quot;~
v

&amp;gt;

v
&quot;

Lorsque I dquation X = admet une racine double, les valeurs du

rapport anharmonique sont

oo, oo, l, 1, 0, 0,

et ainsi liquation (8) doit se re*duire a

A2 (A 1)
2= 0.

On voit que cela exige que S3 27T2 = 0, et 1 on sait en effet que
le discriminant de X est 6gal a 256 (S

3 27 T2
).
Comme consequence,

on peut 6crire, au lieu de (8),

4 (1 A -f A2
)

3_ (1 -f A)
2
(2 A)

2
(1 2 A)

2_ 27 A2 (A I)
2

S3
&quot;

27T2
:

S3 27T2

5. ConsideVons maintenant les cas particuliers que nous avons deja

enumeres dans le n. 2.

A A= 1 (ou = 2
,
ou =

)
:

Dans ce cas on a A = y II semble done que, pour transformer au

moyen d une substitution lin^aire ^r^ en
T7=&amp;gt;

on Pu sse employer
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non seulement les correspondances (I), (II), (HI), (IV) du n 3, mais

encore les suivantes :

(10

(III )

(IV)

^=X X.
.,,

f ==.BI yu y.s yo

I *-t/ - &quot;- *JG\ . *VO *VQ * *tM *

y =

Faut-il en conclure que dans ce cas exceptionnel il existe huit sub

stitutions lineaires qui transforment -= en + -^ ? II n en est Hen

En effet
, liquation (8) montre qu on a dans le cas actuel T = 0. Mais

alors les relations (7) se r6duisent a

et Ton peut en conclure seulement c= + 1.

Done, dans le cas T = 0, il n existe pas seulement quatre integrates

lin^aires de 1 equation difF^rentielle

dx dy
VI

~~
:

T/f
;

mais il y en a autant qui donnent

dx dy
= =

Les unes seront donn^es par les correspondances (I), (II), (III), (IV)

les autres par les correspondances (I ), (IF), (III ), (IV ).
et

Le second cas :

B. A = 1 -j- e (ou = 1 -f-
2
) ,

donne lieu a des remarques analogues.

Liquation (8) montre que S = 0, et les relations (7) se r6duisent a

d ou Ton peut conclure seulement c= 1, c= e, c= 2
.
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Chacune des trois Equations

dx dy
=

:

dy
&quot;

dx dy~ ~

admettra quatre integrates lin^aires. Les unes sont determinees par les

correspondances (I) , (II) , (III) , (IV) et les autres par celles-ci

x

X=
y=
X

y =
X=

% , ^ ,

ya ;

y =

&- ~\ i 3/2

=y3 , y2

X-
/j , 4 J

y =

6. Comme application des considerations pr^cedentes ,
consid6rons

la reduction a la forme normale

dx Mdy

M 6tant une constante. Le rapport anharmonique de -}- 1
,

I n _ ^\2

-j-
6tant

(

J^TTTJ
,

il faudra determiner k par la relation

=-

1, -\-

On trouve ainsi deux valeurs rdciproques de k; a chacune d elles

correspondent quatre substitutions lin^aires, et, si 1 on se souvient

que A a six valeurs. il semble qu on obtient ainsi 48 substitutions

lin^aires qui r6duisent a la forme normale la diffdrentielle ~- Mais

il faut remarquer que le changement de A en y correspond au change-
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ment de k en A; par suite, le nombre des substitutions lin^aires se

rduit a vingt-quatre, et le nombre des valeurs de &2 est six, qui sont

rdciproques deux a deux. Si k est Tune des valeurs du module, les

autres sont 6gales a

,

+ ft- . ft + *?
: fc

~

Une autre m6thode, plus simple a beaucoup d 6gards, consiste a

poser d abord

dx Mdy

Les racines de Y = sont 1, p, 0, oo. Leur rapport anharmonique

est k\ et 1 on a ainsi

On voit qu ici la signification de k\ est beaucoup plus simple que

dans le premier cas. On trouve encore six valeurs de k\ et vingt-quatre

substitutions Im^aires. En posant y = z2
,
on est ramene a la forme ca-

nonique ordinaire. Mais il faut remarquer que ,
si les coefficients de X

sont re&quot;els et qu on veuille avoir une valeur de k\ qui soit re*elle et com

prise entre et 1
,
cette seconde m^thode n est applicable que dans

le cas ou les racines de X = sont relles. Mais il n entre pas dans

nos intentions de discuter ces substitutions en ayant e*gard aux limites

entre lesquelles re et y sont variables
;
c est une discussion qu on trouve

dans les Trait6s des fonctions elliptiques. Constatons seulement
,
en

terminant ces considerations preiiminaires, que les integrates lineairesde

doc dy
I/ ( 1 0*2 \ ( 1 ___ lf& /y*2 \ I/ / 1 _^ * *2 \ / 1 _^ I A JU J I A *~~&quot;

f\t Jv )
r yA

^
fj * i ^

sont

,, dx dyDETERMINATION DES INTEGRALES LINEAIRES DE L EQUATION f7==

7. La m^thode la plus directe pour r^soudre le probleme propose
consisterait a effectuer la substitution
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OU

/
,

--
&amp;lt;l+sy

On trouve ainsi par identification

(ps qrfb = r4 a 4rs a
1 -f- 6r

2 s2 a2 -f-

a

qr) a3

Ces cinq relations
,
a cause de I 6galit6 des invariants de X et de Y,

se r6duisent & trois relations distinctes seulement
,
et le probleme qui

consiste a determiner les rapports des quantitys p, #, r, s est determine .

Mais c est une voie bien diff^rente qui nous conduira a la solution

du probleme.

8. Nous aurons a nous appuyer dans ce qui suit sur certains r6sultats

de la th6orie
alge&quot;brique des formes biquadratiques , pour lesquels nous

renvoyons le lecteur aux Me&quot;moires classiques de M. Hermite : Sur la

th6orie des fonctions homogenes a deux inde&quot;termine&quot;s
,
dans le tome 52

du Journal de Crelle.

De&quot;signons par Hx le hessien de X
d2 X d2X

H =
144

dx

Hx = ( a2 a2
) ot? -\- 2 (0 a3 a^ a2) y? -f-

-f (o a
4+ 2 a

l
a
3 8a|) x

2 + 2 (^ a4 2 a3 ) x

et par Jr le covariant du sixieme degr6 qui est le jacobien de X et de Ha

ax
do;

2 a\)
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Les covariants sont H6s par la relation

4 H* - S Hx X2
-|- T X3= J

2
X ,

d ou M. Hermite a tir6 cette consequence importante, qu en posant

Hx
Ba I

il vient

4w3 Sw-T

D^signons maintenant par Hy , J,/ les covariants de Y; en posant

Hy
^ =- Ty

il viendra de la meme maniere

dv

T/f
&quot;

II est Evident par la que la relation u= v, c est-a-dire

satisfait a liquation differentielle

dx dy
&quot; =

Ff
Cherchons a approfondir maintenant la nature de cette int6grale

particuliere.

Pour cela
, consideYons d abord le cas particulier

Y =(l~
On trouve par un calcul facile

L integrale

X H Y Rx =
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a done une nature toute particuliere ;
on voit qu elle se decompose

ainsi

Q, 1 -f Arcy = 0,

et elle resume done les quatre integrates lineaires de liquation diffe -

rentielle.

9. II est facile maintenant d tendre ce theoreme au cas g6neral et

de montrer que
X Hy Y HX

est 6gal au produit de quatre expressions lineaires de cette forme

p -\-qx-\-ry-\-sxy,

et alors il est clair que notre probleme revient simplement a d6com-

poser X Hy Y Hx en quatre facteurs.

En effet, c est la une consequence de ce fait que H, Hx , Y, Uy sont

des covariants.

Nous savons que , par une substitution

x

on peut require

dx . . r dx,
a Ja forme canomque

Par une substitution analogue ,
on r^duira

d y x i r dy,^= a ia torme canomque -
/Y --

et, a cause de I 6galit6 des invariants de X et Y, on peut faire en sorte

qu on ait la meme valeur de A2 dans les differentielles transform6es
,

et alors on a aussi ne*cessairement C= C . On est ramene ainsi au cas

particulier que nous venons de conside*rer
,
et

,
si Ton crit

on a

^1 Hy,
-

Yj HX
,

= i (1 A2
)
2 C3

(^yi yi xi) (x^ i+ y^i ) (x{ y{ kx^j (xiy{ -f
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Mais Xj s obtient en remplacant dans X

x par ax
l -}-pxi,

x par yxl -\- dxi,

et en divisant ensuite par (ad /3^)
2

. Ainsi 1 on peut e&quot;crire

et, en vertu de la propri6t6 caracteYistique des covariants, on

aussi

On aura de meme

Par consequent, pour avoir X Hj, YHX ,
il suffit de remplacer dans

1 expression de Xj^H,/ YjHa;, xlt x[, ylt y( par leurs valeurs en x, x
,

y , y tiroes des relations

x = a x
1 -f- fi x\ ,

x = yx-i -\- d x{ ;

y =a yi +/ryi,

et de multiplier par (a 5
/?}&amp;gt;)

2
(a &amp;lt;5 $ fj1

. On aurait meme pu sup-

poser 6gaux a 1 unit^ les determinants des substitutions. II est clair que
1 expression ainsi obtenue se

pre&quot;sente
bien sous la forme d un produit

de quatre expressions ,
telles que

px y -|- qxy -\-ryx -\-sxy =p -\-qx-{-ry -\-sxy.

Ainsi nous pouvons ^noncer la
propri^te&quot;

suivante:

Lorsque deux formes biquadratiques X, Y ont leurs invariants 6gaux,

alors 1 expression

X Hy - Y HX

est decomposable en un produit de quatre expressions de cette forme
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et, en annulant ces facteurs, on obtient
precise&quot;

ment les quatre inte&quot;-

grales line&quot;aires de liquation diffrentielle

dx dy
~~

:

T/Y

10. II faut done 6tudier cette decomposition de

XH,, YH*.

Rappelons d abord les relations identiques

4 Hj S Ex X2 + T X3= J|,

4 H* S Ey Y2 + T Y3= J
2

.

En d^signant par u
, u&quot;,

u &quot;

les racines de liquation

4M3 SM T = 0,

on voit par la qu on a

4 (Hx + w 7

X) (EIx -h wx/

X) (Hx + w x//
X) = J|.

4 (H, + u Y) (H, + u&quot; Y) (Hy + u &quot;

Y) = - J
9

;.

Or, Hz et X n ayant pas de facteur commun en g^neVal ,
les facteurs

Hz -}- M
X X, Hy -J- w

x

Y, ... sont ne&quot;cessairement des Carres parfaits (Her-

mite, loc. cit.
, p. 15, 16). Posons done

H x -f- W X=
&amp;lt;p
x ,

(9)

(10)

Y=

Hy -f&quot;
W &quot; Y =

&amp;lt;py ,

&amp;lt;px, &amp;lt;p
x , &amp;lt;Px&quot;

seront des polyn6mes du second degre\

Nous cherchons a re&quot;soudre liquation X H y Y H* = par rapport

a re en y regardant y comme connu. On a done

Ŷ H,
__ 8

**
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et
, par consequent ,

&amp;lt;p
x = M

&amp;lt;fy ,

(11) &amp;lt;p
x = M&amp;lt;py,

&amp;lt;p
x =M.&amp;lt;f&amp;gt; y&quot;.

Si nous ajoutons ces equations apres les avoir multipliees respective-

ment par (u&quot;
u

&quot;) yy, (u
&quot; u ) &amp;lt;py , (u u&quot;) cpy\ il vient

,
eu egard aux

formules (10),

(u&quot;
U

&quot;} &amp;lt;p
x

&amp;lt;py -j- (u
&quot;

U ) (fx &amp;lt;py + ( u&amp;gt; M
&quot;)

x
&amp;lt;Py

= 0-

C est la une equation du second degre qui doit admettre au moins

une racine de XHy Y 11^= 0; mais on constate que cette equation

du second degre a ses deux racines egales. En effet, la differentielle

(ll&quot;
U

&quot;} &amp;lt;Py dqpx -f~ (W
&quot;

U ) Cpy d 9&quot;&amp;gt;x -\- (U U&quot;}(fy d (fx

se trouve egale a

-
L(u

&quot; u
&quot;) (px d (px-}- (u

&quot;

u ) (pxdtpx + (u u&quot;) Vx dvx

ou a

et s annule par consequent.
Nous obtenons done ce r^sultat, qui donne la solution du probleme

propose :

L expression

(U
&quot; u

&quot;) &amp;lt;p
x

&amp;lt;py + (U&quot;

- U } &amp;lt;p
x

&amp;lt;py + (tt M&quot;) &amp;lt;px &amp;lt;py

est, sauf un facteur constant, le carre&quot; d un des facteurs de XH?/ YH r .

Sous une forme 16gerement modifiee
,
nous pouvons dire qu on a

d abord a calculer les fonctions v , y&quot; , \p
&quot;

par les relations

v /a =(Hx + i* XXH^ + M Y),

v //2 = (H + tt&quot; X)(Hy + tt&quot; Y),

v &quot;2= (H., + w^XMH, + tt
//7

Y);

ensuite on aura les carrs des facteurs line&quot;aires de XH y YH X (sauf

des facteurs constants) sous la forme

(A) ...
(U&quot;

U
&quot;} ip (U

&quot; U ) y&quot; (U U&quot;) v &quot;.
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II est clair qu on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de XH y YH X ;

car
,
en changeant a la fois les signes de t/, y/ , y/&quot;,

on obtient la meme

integrate Iin6aire de 1 ^quation differentiate

dx dy
=

:KX KY

Quelles sont maintenant les operations irrationnelles qu exige cette

determination des integrates lin^aires? D abord on a a calculer les trois

racines de liquation cubique

4w3 Sw T= 0,

et ensuite on voit que la determination de chacune des fonctions

v v&quot;i v
&quot;

exige le calcul d une racine carr^e. Mais il est a noter qu on

peut multiplier 1 expression (A) par un facteur constant quelconque.

En multipliant done par une des racines carrees a calculer
,
on voit

que le calcul de deux racines carries suffit pour obtenir, sous forme

explicite ,
les int6grales lin^aires. On peut remarquer que le coefficient

de z* y
4

,
dans 1 expression de t//

2
,
est

(a a2 af + O M ) (&o 62 &i + &o w/ )

et ainsi les fonctions T//, \p&quot;, ^
&quot; sont connues apres avoir obtenu les

racines carries

r =
|/(a a2 af + a

r =
r &quot;=

Mais le prodnit de ces trois racines carries est egal ,
au signe pres, a

i (a a3 Sa^a, a2 + 2 a?) (& 63 860^ 62 + 26?),

et ainsi r
/x/ sera connu des qu on connait r 7

et r&quot;. Toutefois
,

il pent

arriver que le terme avec re
4
y
4
manque dans t//

2
&amp;gt; y&quot;

2 ou
r//&quot;

2
, mais, en

tout cas
,

il est clair
, par ce qui precede , que le calcul de deux racines

carrees et la connaissance des racines u
, u&quot;,

u &quot;

permettent d obtenir

les integrates line*aires cherchees. Cette solution jouit done, au point

de vue
alge&quot;brique ,

de toute la simplicite* compatible avec la nature

du probleme propose.
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EXAMEN D UN CAS PARTICUHER. EQUATION D fiULER.

11. On peut donner une autre forme a la solution du probleme et la

faire de&quot;pendre directement d une Equation du quatrieme degr6. Mais,

pour reconnaitre l inte&amp;gt;et qui s attache a cette scconde forme, il est

utile d e*tudier d abord le cas particulier ou Ton a

ai= bi (i
= 0, 1, 2, ..., 4),

en sorte qu il s agit de la determination des integrates line&quot;aires de

liquation d Euler

___ __ _
OQ& 4- 4a1z

8+ 6a2 ic
2
4- 4a3#4- a4 ^ .V

4
4- *i y

3+ Qa 2 y
2+ 4a3y -f O4

II est clair que, dans ce cas particulier, on obtient
t/ , V&quot;, v

&quot; sans

avoir a extraire aucune racine carre&quot;e
,
et la connaissance de u

, u&quot;,
u &quot;

suffit.

Prenons pour ^ , ^&quot;5 v
&quot;

^es valeurs

V
;/ = (a a2 a? + a M&quot; ) z2

//

2 + . . .
,

V
/;/=

(000,5 a? 4- a M&quot; ) ^2
t/
2
4- . .

On peut d abord mettre ces valeurs de y , v&quot;i V
&quot; sous une autre

forme.

II est clair que y/, par exemple, est symetrique en x et y, et de plus,
si Ton pose y = x, v&amp;gt;

doit se r^duire a H^-j-w ^- Or, si deux poly-
n6mes doublement quadratiques et sym6triques en x et y coincident

entre eux pour x= y, ils peuvent diffe&quot;rer seulement par un terme

A (x y)
2

. II suffit de les e*crire explicitement pour reconnaitre 1 exacti-

tude de cette proposition , qui est due a M. Halphen.
Mais la seconde polaire de H.v -f- w X

J2

, ^ai*-H^X) dMEr -fju
( x )

* 2

est d abord sym6trique en x et y et se re&quot;duit aussi ^ H, + u X pour x= y.

On a, par consequent,

II 11
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II reste determiner I . Cette determination pourrait se faire

ici en calculant directement le coefficient de xy dans t//: on trouverait

ainsi
o

A A -AXlO **
,1

Ai &amp;gt;

ou Ton a
suppose&quot;

H,. + u X = A x4 + 4 A! a? -f 6 A 2 rr
2 + 4 A 3 a; -f A 4 .

Mais il existe une expression beaucoup plus simple pour A qui

s offrira d elle-meme dans la suite. Nous nous bornerons done & obser

ver que )J doit etre une fonction rationnelle de u
,
et peut des lors se

mettre sous la forme d un polyn6me du second
degre&quot;

en u .

r==a&quot;-f-0 +r.

Posons
, pour abrdger ,

en sorte que h et f sont les secondes polaires de H.t et de X, on aura
,

d apres ce qui precede,

T// =h + u f +(2aw /2 +/?M +7)0e-y)2
,

v
&quot; = A -f t*

;Y + (2 a tt
&quot;2 + /?

i* + y) (-u
-

*/)2,

v
&quot;= 7i -f M /;Y+ (2 a w &quot; 2+ it

&quot; + 7) (a /)
2

.

Les carres des facteurs de X H
tf

Y H* sont
,
en g6n6ral ,

&quot; _ u
) y,&quot; 4. (

M _ M
&quot;) y; &quot;,

(
M &quot; _ u

&quot;) y -f (M
/;/ u

) y&quot; (u u&quot;) y &quot;,

La premiere expression se reduit evidemment &

2a(u u&quot;) (u u
&quot;) (u&quot;

- u
&quot;) (x yf,

et donne ainsi la substitution lin^aire x y = 0. Cette solution e&quot;tait

^vidente a priori.

La seconde expression devient egale &

2 a (M u&quot;) (u u
&quot;) (u&quot;

M
&quot;) (x y}- + 2

(w&quot;
w //;

) v
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ou bien
,
en divisant par 2(u&quot;

u
&quot;),

y a
(
U &amp;gt;

U&quot;) (U
1 U

&quot;) (X t/)
2
,

mais on a e&quot;videmment

en sorte qu on obtient

lei se pre*sente maintenant le moyen de determiner les valeurs de

a, ft, y par cette condition que 1 expression pre&quot;ce&quot;dente doit etre un

carr6 parfait.

12. ConsideVons 1 expression

Z= h + u f+C(x-yf,
ofo C est une constante quelconque. On peut e&quot;crire

P-
~12

J.

~12

1

&quot;12

et le discriminant A de est

c est-a-dire

A = Q
2 p R _ (p z2 + 2 Q x + R) C.

Or il est clair que

P z2 + 2 Q x -f R = H., + u X .

D autre part, P R Q2 est le hessien de H, -f w X et Ton sait qu en

ge&quot;ne&amp;gt;al
le hessien de a X -f 6 H r est

e&quot;gal
a

(t aftS -f J 62 T) X -f (a
2 -^ ^2 S) H,.

(voir Hermite, loc. cit.
, p. 3335); done
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Mais H.c -|- M/ X est un carre* : done le hessien ne s en distingue que

par un facteur constant et

P R Q2 = (
M 2 _ ^ S

) (H* + tt X).

II vient done

A = (^ S w 2
C) (Hx + u X).

On voit par la que 1 expression n est un carr parfait que pour la

seule valeur

C = ^ S - w 2
,

et Ton doit avoir

a u 2 + ft
u + 7 + J a S = U 2 + ^ S

,

done

13. Voici un moyen plus direct pour determiner A . Ecrivons A au

lieu de C, en sorte que

Mais nous savons que t/= ^ 9?^ : done ne&quot;cessairement

P-|-A = a^, Q Ji x=
p&amp;lt;p

x ,
R -{- A #2= 7

d ou

La comparaison des deux valeurs de A donne

^-S W 2 ^ = /ja ay;

mais on sait que

^2
_ ay

_ _
(
M / _ M /

) (
M / _ n &quot;

)
_ 3 U 2

_|_
1 S T

) ,

ce qui fournit de nouveau la valeur de A .

) Cette valeur de Tinvariant de
&amp;lt;pt

se trouve sous une forme legerement diff^rente dans

le M6moire de M. Hermite; voir p. 13, la valeur de A et, p. 15, la relation entre 9? et y.

(Voir Clebsch, Binare Formen, p. 153.)
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14. Voici done le rsultat final auquel nous arrivons:

Les integrates Hn6aires de liquation differentiate

a^ -f 40^ -f 6a2x
2

-j- 4a3 z -f 4 2/

4 + 4i#8 + Qo2 y
2 + 4o 8 y -f- a4

sont d abord a; ?/
=

,
et les trois autres s obtiennent en posant

h -f u f+ (TV S - w2
) (a?
-

2/)
2 =

,

ou il faut d6terminer u par l 6quation cubique

4w3 SM T 0.

Sauf un facteur constant, le premier membre est alors un carre exact,

et la relation entre x et y se r^duit done a cette forme

p-\-q(x + y) + rxy= Q.

On peut envisager ce resultat sous un autre point de vue. Quelle

est, en effet, l
inte&quot;grale g^nerale de liquation differentielle (12). Cette

int^grale a 6t6 obtenue deja par Lagrange (Oeuvres, t. II, p. 18) ;
mais

M. Cayley 1 a mise sous cette forme
61e&quot;gante

l

)

(13) ...... ^4-c/+(TV s - c2)^-^)2^

C 6tant la constante arbitraire.

Cette expression se de&quot;duit de celle que nous venons d e*crire en rem-

pla^ant u par C. En general ,
le premier membre n est pas un carr^

parfait : ainsi a une valeur donnee de x r6pondent deux valeurs de y,

Tint^grale n est pas line&quot;aire. Mais , si Ton pose C= M
, M&quot;,

M
&quot;,

on trouve

trois integrates line*aires; la quatrieme, x y= Q, r^pond a C = oo.

15. En partant de cette integrate generate ,
on aurait pu trouver

notre determination des integrates lineaires d une maniere beaucoup

plus simple. En effet
,
cette integrate generate peut s ecrire

(14) -f 2y (hx
2 + 2bx-{- f)

:
) Voir aussi Laguerre, Bulletin de la Societe mathematique de France, t. I, p. 35.
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OU

a = a a2 a2
-\- C a ,

b = t(a a4 + 2a
1
a8 3ai)-f Cog JCftS C2

),

c = a2 a4 af -f- C a4 ,

f = J (a x
a4 a2 a3) -f C a3 ,

h = (a 3 a
x
a2) -j- C a

i-

C est une relation doublement quadratique et sym^trique en x et y,

que 1 on peut 6crire sous les deux formes

= & j: y
&amp;gt; + 2Ex y + Cx= Ay x* + 2KyX + Cy.

Euler d6ja a observ^ qu on en tire

dx2
dy

2

Br
- Ax Cx B

y
- AyCy

i i- 1/^11 dx2
dy2

mais, comme notre relation est 1 mtegrale generale de
~X~

==
^Y~ On

doit avoir

et de meme
B2 -A,C,=:0Y.

C est ce qu on verifie facilement, et la valeur de & est

On a les relations identiques

a @ h2
ag,

4o
x
@= 4bh 2af 2gh,

6a2
e= 4b2 2hf- ac g

2
,

4 og 6&amp;gt;
= 4bf 2ch 2fg,

a4
@ = f

2
eg;

d ou Ton tire facilement cette conclusion que, pour (9 = 0,

A**+ 2By+ Ca

est un carr6 parfait ,
et I integrale g6n6rale se r^duit alors a une inte&quot;-

grale lin^aire qu on peut e&quot;crire ainsi
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16. On a retrouv6 ainsi
,
d une maniere tres simple, le resultat de

tout a 1 heure; mais, si cette m6thode est simple, elle est
, par centre,

moins gn6rale que notre premiere m^thode
;
car on ne saurait 1 ap-

pliquer dans le cas general ,
I int6grale g6ne&amp;gt;ale

de

^ - 4

n ^tant pas connue sous une forme analogue a (13). Cependant il y a

un second cas qu on peut trailer ici en s appuyant sur une remarque
de M. Cayley.

De&quot;signons par )ft le premier membre de la formule (13) et remar-

quons que 9Tt est aussi quadratique en C. En consideYant C comme

variable aussi
,
on aura

dx + -r dy 4- -r^- (1C =

et
,
d apres ce que nous avons vu

,

. i

et, comme 1 a remarqu M. Cayley,

done

En consid^rant done C comme variable, y comme une constante

arbitraire, la relation (13) ou (14) est I int6grale g6n6rale de l 6quation

diff^rentielle

dx dC

dx dy
_&amp;gt;

dC _~ ~ ~~

KX -
l/4~c3 -SC T

et, pour avoir les integrates Hn6aires de cette equation, il suffit de

r6soudre l 6quation Y = ou, ce qui est la meme chose, liquation
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X = 0. Ce resultat etait a pr6voir, car la connaissance des racines de
X;= entralne celle de liquation 4 C3 S C T = 0. En determinant

y par liquation Y = 0, 911 deviendra un carre&quot; parfait.

17. Revenons maintenant au cas general ,
la determination des in-

tegrales de (15). D apres 1 examen des cas particuliers que nous venons
de faire, il est a preVoir qu il doit exister une liaison intime entre cette

determination et Integration generale de cette equation; mais on ne

connatt pas cette integrale generale sous une forme analogue a (14) et

il nous parait assez difficile de Fobtenir sous cette forme.

Au contraire
,
la methode inverse se presente ici.

Ayant obtenu la determination des integrales lineaires
,
si nous fai-

sons dependre cette solution directement d une equation du quatrieme

degre, n obtiendrons-nous pas en meme temps I intdgrale generale
sous une forme analogue a (14)?

C est la une question qu il nous reste a traiter.

II faut le remarquer ,
on peut faire dependre la determination des

integrates lineaires d une equation biquadratique, mais cela est possible
d une infinite de manieres. Parmi les equations biquadratiques des-

quelles depend ainsi la solution de notre probleme existe-t-il une
classe particulierement simple.

Ce sont la les questions qui se presentent : les diverses equations

biquadratiques sont liees par des transformations de Tschirnhausen.



LXIV.

(J. Math., Paris, s&amp;lt;r. 4,5, 1889, 5565.)

Sur le developpement de 1 expression

|
R2 2 Rr [cos u cos u cos (x x ) + sin u sin u cos (y y )~] -\- r

2
1

-1
.

1. La the&quot;orie du potentiel a &amp;lt;te dtendue a un nombre quelconque

de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut consi-

deVer 1 expression

qui satisfait a liquation diff(6rentielle

^T , ^T ,
^T

, ^T_
Sif&quot;

r
&quot;5il SJ R?

Posons

(3) ....

on aura

= r cos M cos re
, 2/t

= R cos u cos # ,

= r cos u sin a;
,

v2
= R cos u sin x

,

= r sin M cos y , y3
= R sin w x

cos y ,

= r sin w sin y , y4
= R sin u sin t/ ,

&quot;R
2

2Rrcos&amp;lt;p-fr
2

oil

(5) . . cos fp
= cos M cos u cos (x x ) -f- sin * sin u cos (y y ).
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2 2 R r COS cp -f- r2

]
-

.

En deVeloppant T suivant les puissances croissantes de r, il vient

Ici Vw= ---
jj^j

- est un polyn6me du degr6 n en cos y ,
dont on

trouve 1 expression en crivant abord

T _
1_ __

y&amp;gt;

t
n
(2 R cos

&amp;lt;p r)
n

~
R2_ r~(2 R COS

&amp;lt;?? T)

~
2-&amp;lt; R2 n+ 2

et en cherchant ensuite le coefficient de rn
,

y = 8in (ft-M)ff

(7)

C0g

En introduisant ici au lieu de cos 9? sa valeur (5), VM deviendra un

polyn6me du
degre&quot;

n en cos (x x ) et cos (y y ) qu on pourra d^.-

velopper suivant les cosinus des multiples de x x et y y . C est

ce deVeloppement que nous nous proposons d obtenir.

2. Cherchons d abord la transformee de 1 equation diff6rentielle (2)

apres 1 introduction des nouvelles variables r, u, x, y.

Les relations (3) donnent facilement

dx\ -f dx\ -j- dx\ -j- dx\= dr* -f- r2 dw2 + r2 cos2 w d#2 + ^2 sin2 u &amp;lt;

et de la on conclut
,
d apres un theoreme bien connu de Jacobi ,

dr

dT\ . d / dT\
rtangMv- +5- root 1*5- =0

i ,sin M cos M 3 4- TT (r sin M cos u -^- }4-A/v/ Ai/\ Ail I

ou bien

r2
^ x L Q r

v
&quot;*

|_
v *

A *-2 T^ r ^ . ~r ^,,2
~

(8) ...
TA2 T... ,01

d M cos2 w d a;
2

sin2 u dyz



SUR LE DEVELOPPEMENT DE L EXPRESSION [R
2 2 R r COS

&amp;lt;p -\- r2
]
~ l

. 171

En introduisant maintenant au lieu de T le de&quot;veloppement (6), on

obtient pour VM la relation

(9)
n n , ONV n

H 9 =x 9
-
H-m x :9- + w (w + 2

) Vn= 0.r
cos2 M d x2 sin2 M d ?/

2

C est cette Equation diff^rentielle line&quot;aire qui permet d obtenir faci-

lement le d^veloppement cherch6 de Vn suivant les cosinus des multi

ples de x x f
et de y y .

3. On reconnait sans peine, par Tinspection des formules (5) et (7),

que ce deVeloppement se compose d une sdrie de termes

C cos i (x x ) cos k (y y ) ,

ou i
,
k sont des entiers tels que n i k est pair et non negatif .

Ensuite on voit que le coefficient C est divisible par

(cos u cos M ) (sin M sin M )*

et que le quotient est un polyn6me en sin2 u et sin2 u .

Nous posons

(10) . . . Vn=4R^cost(.c x )coak(y y
1

),

i k

avec cette convention que, lorsque 1 un des indices i, k est
e&quot;gal

a z6ro,

il faudra remplacer le coefficient 4 par 2
,
et

, lorsque i= k= (ce qui

n arrive que lorsque n est pair) ,
il faudra remplacer 4 par 1.

En introduisant le deVeloppement (10) dans liquation diffe&quot;rentielle

(9), on obtient pour RJ & 1 equation diffe&amp;gt;entielle

(U) , ^*u d u cos u sm u

En posant maintenant

R A = cosMsin*

&quot;

fc
sera un polyn6me entier en

t= sin2 M
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et liquation (11) nous donne

ff2
on j on

(12) . ;(l-0-

(13)

i 4- A; n

On en conclut

SJ
= Cff(a,0,y, sin2

M);

a en effet est un nombre entier
ne&quot;gatif ,

en sorte que la se&amp;gt;ie hyper-

gdom^trique se r^duit a un polyn6me.
D apres cela

,
on doit avoir

R
fc
= C cos1 u sinfc u $ (a, ^, 7, sin2 M) ,

C ^tant inde*pendant de u. Mais il est clair que le coefficient R
fc
esi

sym^trique en u et w
;
done

, &amp;gt;
( R&quot;

ft
=

c&quot; A (cos u cos *
) (sin w sin u }

k

( x ^(a, /?, x, sin2 M)
r

(a,/5, x, sin2 !* ),

c&quot;

fc
e&quot;tant un coefficient num^rique qu il reste a determiner.

4. Pour cela
, posons u = u

; on aura

cos
&amp;lt;p

= (l t) cos (x oo )-\-t cos (y y ) ,

et, a cause de i-\-k 2a = n, le coefficient de t
n dans R

ft
est

Mais, d autre part, d apres la formule (7), le coefficient de t* dans

Vn est

2n [cos (y y ) cos (x z )]
n

.
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En posant done pour simplifier x = n, y
1 = 0, on doit avoir

2M (cos x -J- cos z/)
M

v^ ^ , \P(P + 1)-(P 1)1*= 7 &amp;gt; icPkFr- 7 n cos z cos A; ?/.

4* * I? fr + 1) fr !)J

Mais le d^veloppement de

2M (cos x + cos ?/)
n

se trouve directement sans difficult^, et le rsultat est

2&quot; (cos x -\- cos ?/)
n

=&amp;lt;=_%/&quot;
+ +*&quot; &quot;-

cos i x cos A; y.

La comparaison de ces formules (15) et (16) donne la valeur cher-

che&quot;e de c?*.

5. Voici maintenant comment on obtient le deVeloppement (16).

On a d abord

2M (cos x + cos y)
n = (w)r (2 cos x)

n ~ r
(2 cos y)

r
,

r

en posant

irt _n(n-l)...(n-r + l)_ n_(n)

1.2...r ~n(r)il(n r)

et comme on a
,
d autre part ,

(2 COS X)
n

&amp;gt; 2 (w)n _ r COS T (p ,

r ~2
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il vient

2W (cos # -f cos y}
n = 4 (w)r ( r)B - r- &amp;lt; (r)r -.fc cos ixcosky,

r i k 22
et, en ^crivant

2n (cos x -f- cos y)
n= 7 7 4 e&quot; k cos z a; cos k y ,

t *

on aura

^r (
w ~~

r)n-r-i(r)r -k ,22
Oil

r = k, A;-f-2, A-j-4: - t.

Soit - z=m, - - = s; 1 expression pr6ce&quot;dente devient

o

Mais on voit facilement que

(n)k +2s (n k 2 s)m _ s (k + 2 s) s= (n)m (m)s (n m)k + s

= (n)m (m)s (n m)n -m

done

ou

ce qui fournit le d^veloppement (16).

On voit que e&quot; k est le produit de deux coefficients binomiaux, il en

est de meme de

c k= (w m)k (n m i)k -
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6. Voici done le rdsultat de cette analyse:

|

R2 2 R r [cos M cos u cos (a; x) -}- sin w sin u cos (?/ */ )] -|- t
2

1

~ 1

r
M R^

cos w/^ ^s*n M s*n H
i k

X a? (a, ^, 7, sin2 ?*)r(a, /?, y, sin2 M ) cos i (x x )cosk(y y ) ,

z 4- A w-

n n =- n

M. Tisserand a obtenu d abord
,
dans le tome LXXXIX desComptes

rendus des stances de l Acad6mie des Sciences, ce re&quot;sultat, qu en

., . sin^ + l)^
posant dans 1 expression

-- --
&amp;gt;

cos (p
= cos2 u cos x -f- sin2 u cos y

et en deVeloppant suivant les cosinus des multiples de x et de y, le

coefficient de cos i x cos k y est 6gal a

4c
fc
cos 2 Msin 2*M^ 2

(a, p t Y) sin2 M).

Mais la d^couverte de ce beau resultat a t6 extremement labo-

rieuse, comme on peut le voir par 1 analyse compliquee par laquelle

M. Tisserand a dmontre son r6sultat.

En rfle&quot;chissant sur cette belle formule, nous avons observ^ d abord

qu en posant

cos 9?
= cos u cos u cos x -f- sin u sin u cos y ,

les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en u

et M
,
et nous avons trouve&quot; ensuite dans 1 extension de la thorie du

potentiel au cas de quatre variables 1 origine vraie de cette formule.
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Nous observons qu un point essentiel de notre analyse consiste dans

ce changement de variables

x
1
= r cos u cos x

,

x2
= r cos u sin x ,

x3
= r sin ucosy,

x = r sin w sin y.

Green, Jacobi et d autres geometres, qui se sont occupes de cette

extension de la theorie du potentiel, ont introduit d une autre maniere

des variables analogues aux coordonnees polaires, en posant

x
1
= r cos 0j ,

x2
= r sin Bl cos 2 &amp;gt;

xs
= r sin 6

1 sin 2 cos 3 ,

.r4
= r sin 0j sin 2 sin 3.

7. II est clair que notre analyse est parfaitement analogue a celle

de Laplace concernant la fonction

Xn (cos cos -f- sin sin cos
&amp;lt;?)

II serait facile de poursuivre cette analogic et d arriver, parexemple,
au de*veloppement

(18)

ou

(19) Z=^ sin u, cos Ml du, f(%,%,
00

cos 9?
= cos u cos MX cos (x iCj) -f- sin u sin t^ cos (y yj ,

o? (w, re, /) 6tant une fonction arbitraire continue, donne*e pour les

valeurs
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et telle que

o?(0, x, y) est independant de y,

n \

-, #, 2/1 est independant de re,

, 0, y) $(u, 27i t y),

&(u, x, 0) = ?(*, x, 2n).

Mais, au lieu d insister sur ce sujet ,
nous croyons etre plus utile en

appelant 1 attention sur quelques autres formules.

8. Soit

Vn = cos
n&amp;lt;p ,

cos
&amp;lt;p

= x
,

Vn est un polyn6me du degr6 n en x, et

(20) . .

-

.

En posant

re= cos2 w -}- sin2
1 cos

t/; ,

on trouve

d Vn rf V
-c

- = 2 sin M cos u (cos y 1)
*

,

= sm^ u sin w
dx

^~ = 4 sin2 w cos2 w (cos y - l)
2 + 2 cos 2 u (cos v I)v a a;*

- = sn u sin v - eini C03 v

En substituant ces valeurs dans I expression

et en determinant a et
/? par la condition que le coefficient de f soit

e&quot;gal
a 1 re

2
,
on obtient

4 d w2
sin2 u d y2

fl2 \r
j

2 o ^COS 2 &amp;lt;

-J- cos V cos 2 u cos y)
dV
drc

12
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et ensuite

n
|

-*
&quot; V M

[

v v K

*&quot; sin2 w d v2 4 sin M cos w d u dx

done, d apres (20),

(21) &quot;4 M - ^ n2 V
4 dl/27 ^sin^w ty*

h 2sin2w ^M

Mais il est clair qu on peut d^velopper Vn suivant les cosinus des

multiples de
y&amp;gt;

en posant

(22) . . . Vn = 2Rf cosz&amp;gt;, t= 0, 1, 2, ..., n.

i

On trouve, en portant ce deVeloppement dans liquation (21),

?. j :
I O oil 24 dw2 2 sin 2 w dw \ sin-w

ou
,
en posant R&quot; =r (sin u)

2i
S&quot;,

sin2 u = t
,

(23) . . t(l t)

d ou Ton conclut

--

S?= C ff (i w
,

i + ,
2 i + 1

,

et

f= C (sin w)
2i n

,
i -f w

,
2 z -f 1

,
sin2 ).

La determination de la constante num6rique C s effectue encore

sans difficult^ en comparant les coefficients de t
n dans la formule (22).

On obtient ainsi le rsultat

(24) . .

cos (p
= cos2 M -j- sin 2 u cos

v&amp;gt; ,

cos r .,
n (w -I- *

2
n (n i) n

X 3T (i w
, -(- n ,

2 i -|- 1
,
sin2

M) cos i y.
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9. On doit a Hansen un re&quot;sultat analogue qu il sera bon de rappeler

ici

Xn (cos
2 u cos x -f- sin2 u cos y)

(25)
= 4

cj ft
cos21 M sin2 * u

i k

X ^ (i+& w
,

z -J-^-fw-f-J, 2/c-fl&amp;gt; sin2 M) cos ix cos * y-

L analyse de Hansen est tres compliqu^e, mais M. Tisserand a fait

voir (Comptes rendus
,

t. XCVII
, p. 815) qu on peut obtenir cette

formule d une maniere analogue a celle qui vient de nous donner le

rsultat (24).

Mais
, quoiqu on parvienne ainsi d une maniere elegante a ^tablir

ces formules (24), (25), il nous semble pourtant que la veritable origine

analytique de ces formules et des expressions

cos2 M -f sin2 u cos y ,

cos2 u cos x -f- sin2 u cos y

reste a trouver. Est-il possible d arriver a ces resultats par une th^orie

analogue a celle du potentiel ? C est la une question que nous avons

cru utile de poser au moins.



LXV.

(Paris, C.-R. Acad. Sci.
, 108, 1889, 605^607.)

Sur les derivees de sec x.

(Note, presentee par M. Hermite.)

1. Soient /=secrr, z= tang
2 x\ on obtient facilement

f = sec x tang x,

/&quot;&quot;^
sec # tang #[5 + 62],

II existe
,
entre les coefficients des polyn6mes en z que Ton obtient

ainsi, des relations remarquables dont nous allons indiquer la nature.

Consid6rons les de&amp;gt;ive*es d ordre pair et e&quot;crivons

f =se

f&quot;
= se&quot;c x [% + &i 2] ,

f(V= sec x [a2 -f- b2 z -f- c2 z
2
~\ ,

en sorte que

_- __
.2.3... (2n)

La forme quadratique a une infinite&quot; de variables

00 30

/ / aj
(i
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est 6gale a

(Oo X -f- a
x Xj 4- a2

X
2 -f . . .)-

La consideration des derivees d ordre impair donne lieu a une pro

position semblable.

2. On rencontre des relations semblables en considerant les derivees

de tang x, et des fonctions elliptiques sin am x, cos am x, A am x.

Nous ferons connaitre prochainement la demonstration de ces pro-

priet6s, qui sont H6es intimement a certains d^veloppements en frac

tion continue dont voici un exemple :

Soit

cos am x= /H~\e* 1 . 2 . 8 . . . (2 n)

on aura

f e- ** cos am z dz = -^ 3 -h 1
J * ar ar

&quot;_7~

x + x+. -
h (2^

*
&quot;7 i

+..

La s6rie est divergente, mais la fraction continue est convergente et

repr^sente l intgrale.



LXVI.

(Paris, C.-R. Acad. Sci.
, 108, 1889, 1297 1298.)

Sur un developpement en fraction continue.

(Note, presentee par M. Hermite.)

ConsideVons le developpement bien connu en fraction continue de

I int6grale

!-/*-/..,J x z
a

ou f(z) ne change pas de signe, et posons

f\ I

^n 5

^n

Pn
Q-

6tant la wi6me r6duite.

Alors Rn est le minimum de la forme quadratique

La verification de ce theoreme n offre pas de difficult^.

On peut deduire de la facilement

lim Rw= ,
w == oo

,

tant que 1 intervalle (a, 6) est fini.

Mais
,
dans le cas 6= oo

,
on n a plus n^cessairement lim En= 0. Ce-
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pendant nous avons reconnu que cela a lieu encore dans un grand

nombre de cas
,
notamment lorsque f(z) est de la forme

oil

II est clair aussi que, lorsqu on a lim RM = pour une forme particu

liere de f(z), cela aura lieu encore en remplacant f(z) par F(z), ou

A 6tant un nombre fixe.

Enfin ces considerations s appliquent encore si
,
au lieu de 1 inte -

grale I
,
on considere une somme

Jfi _L _Jf2 _ i * 4.

composed d un nombre fini ou infini de termes.



LXVII.

(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 3, 1889, H. 117)

Sur la reduction en fraction continue d une serie procedant

suivant les puissances descendantes d une variable.

1. Soit

une serie procedant suivant les puissances descendantes de x. II est

clair qu on pourra, en general ,
la transformer en fraction continue de

la maniere suivante:

(2) .... F= 4-
j fx -f-

1
_j_

_^.._

* +
l&amp;gt;...+

En designant alors par

Qi x Q2 x -f- Cj

les reduites de cette fraction continue, le d^veloppement de ^~ suivant

les puissances descendantes de x donnera une seVie dont les n premiers
termes coincident avec ceux de S.
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La fraction continue F peut se transformer encore en F

(3) .... F =
C3 C4

et, en designant par
-
1 = ---

,
. . .

,
-A ... les requites de cette se-

Ql # T c
\ Qn

conde fraction continue, on a identiquement

2. II est clair que les coefficients c
() ,

clt . . .
,

cn
&amp;gt;

- sont des fonc-

tions rationnelles de a,,, an . . .
,
an ,

. .
;
cn du reste, ne depend que

Posons

a
a-,

... an \

a
l

a2
- an

(4) .... A = l,

,
- 1 2

(5) .... Bo = l,

on aura

(6)

=flf

-Y ^5
----

An r5n 1

An + 1 Bn

La demonstration de ces formules ne prdsente aucune difficult^, et

nous ne nous y arreterons pas , renvoyant le lecteur qui desire plus de

details sur ce sujet aux M^moires suivants :

Frobenius und Stickelberger, Ueber die Addition und Multiplication

der elliptischen Functionen. (Journal de Borchardt, t. 88.)

Frobenius, Ueber Relationen zwischen den Naherungsbruchen von

Potenzreihen. (Journal de Borchardt
,

t. 90.)
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3. Mais le probleme de la transformation de la sdrie en fraction con

tinue est susceptible d une autre solution que nous aliens de*velopper.

Envisageons d abord le probleme inverse
,

c est-a-dire cherchons a

exprimer rciproquement les an au moyen des cn . Nous proposons,

pour ce probleme ,
la solution suivante :

Calculons d abord une se&quot;rie de quantitys a iik , fa k d apres les formules

suivantes

ao,o= 1,

(7) ....... a,-)& =0 lorsque &amp;gt;&,

k = lorsque i
&amp;gt; k;

\,k
=

1,A 4&quot;

^2, k = 2, k -f-

Si 1 on dispose ces quantitys dans le Tableau suivant:

,1 a
0)

o
/?0)2

. a .s
j /So, 3

a
o,o A&amp;gt;,o

a
o, i

01,2 A, 2

2,2 i ^2,2

3,3

on voit que chaque colonne verticale se deduit de celle qui la precede,

et, en effectuant le calcul
,
on a

1 1
i

C
l + C2 C\ 2 ~T ^ ^1 ^2 l&quot; ^2 ^3

1

*

I 111
Co &quot;

J CQ Ci
i&quot;&quot;&quot;

t/o
&quot;

|~ Co
i&quot;

Cj .

l l
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Ceci
pose&quot; ,

les quantites an ,
. . . s expriment au moyen des a,^, /?,,*,

ainsi qu il est
indique&quot; par le theoreme suivant :

I. La forme quadratique a une infinite de variables

V^ \* TT v
2_. 2* a +*xAA;

ii

est gale a

co Lao,o X -f-
a

0j j Xj -}~ a
o,2
X2 -(- a

0j3
X3 4&quot; -J

4- C G! C2 [a1(1
X

t 4- a
i,2
X2 -f a

1;3
X3 -f . .

.]
2

4- C q C2 C8 C4 [a2f
o X2 -f 2,3

X3 4- ]

4- CQ Ci C2 C3 C4 C6 C6 [a3 3 X3 4- J2

4-

de meme la forme quadratique

:..
est 6ale a

co c
i [/^o,o

x -f-
A&amp;gt;,

i Xj 4- &),2 x2 4- ^0,3
xs 4- -J

2

4- r Cj c2 c3 [^1( !
X

x 4- ^
1&amp;gt;2

X2 4- ^
1&amp;gt;3

X3 4- . . J2

+ C G! Cg C3 C4 Cr, [^,2 X2 + ^-2,3
X3 4- . . J2

4&quot;
C Cl C2 C3 C4 C5 C& Cl LPs, 3 X3 4 J

4- ................

4. Pour demontrer ce th6oreme
,
soient

A = C [a0)0 X -f a
0;1 Xj -f- . . J

Ce sont la des formes quadratiques qu on pourra mettre sous les formes

suivantes

JO 00

A =
2_. ^ Aj, A X, Xfc ,

-f x

B = 7 ^ Bj, A X&amp;lt; Xfc .
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Nous remarquons d abord que

At 4-1, *
= Bj./t.

En effet, la valeur de Ai+i,* est

CQ Cto,t4-l
a
O,k 4&quot;

C C
l
C2 a l,* + l

a
l,k 4&quot;

C C
l
C2 C3 C4 a2,t4-l a2.A T~

c est-a-dire
,
d apres les relations

(7&quot;),

(8) C a
0&amp;gt;

fc GJ A,, ,+ C Cj Cg a lf & [/?0) i -\- c3 /5
X&amp;gt;

,-] -f c Cj c.2 C3 c4 a
2&amp;gt;

A [^1( &amp;lt; + C5 /J2 ,

tandis que la valeur de B^k est

c est-a dire, d apres les relations (7 ),

(9) (^^[oo^-f &amp;lt;fea
l&amp;gt;jfe

]

+ C Cj C2 C3 /Jlf i [a^ A -f c4 a
2&amp;gt;

ft] -f- C q C2 c3 C4 C5 ^2
,

[a -2,
A 4&quot;

ce as, ft] 4&quot;

L identite&quot; des expressions (8) et (9) est evidente.

II est clair qu on aura de la meme fagon

done

At4-i )
fc
=

d ou Ton conclut que gene&quot;ralement

At, k -
A&amp;gt;-,

s

sous la condition i -f k= r 4- 8.

On voit par la qu il existe une se&quot;rie de quantitys

telles que Ton a identiquement

x on

A=y v
o V

B _y^ y^4^ ^^



REDUCTION EN FRACTION CONTINUE. 189

De plus, si Ton remarque que, d apres notre algorithmic, on a

/, i
=

fit, t 1
,

on conclut directement les valeurs des determinants

CQ X CD GI C% X CQ Cj Cg Cjj C^ X X GO

an -l CLn #2 n - 2

a2 %

_ 2 &amp;gt;

= c ^ X c G! c2 c3 X X Cf) Cj c2 . . . c2n i ,

et les formules que nous avons rappeMes dans le n 2 montrent alors

que ,
en r&iuisant en fraction continue la s6rie

x x

on obtient la fraction continue

Le th^oreme 6nonc6 est ainsi demontre .

5. On voit, par ce qui precede, que Ton pourra e&quot;crire imm^diate-

ment la fraction continue F, des que Ton aura obtenu les de&quot;composi-

tions en carr^s des formes quadratiques

o o

Nous ajoutons que ,
en connaissant seulement la decomposition en

Carres de
X

s. a +*
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on pourra 6crire immediatement la fraction continue F . En effet, dans

cette fraction continue figurent seulement les quantit^s

et

I
I

c\i ^2 &quot;r
cs C4 i&quot; ^5

Les premieres sont connues imm^diatement. Quant aux autres, il sutftt

d observer que

pour en conclure

Sous une forme Mgerement modifiee, nous pouvons dire:

II. Si Ton a identiquement

r
^T ^ TV j

&quot;\7&quot;

|
&quot;V&quot;

|
&quot;!&amp;gt;

i I~-TT- i r\ ~^y i TO

on a en meme temps

X X* X* X* .

x + a,-
x+^- al- x -Jr^-^

6. Nous allons donner maintenant quelques applications de ces

the&quot;oremes. Consid^rons pour cela le d6veloppement

(sec x?= a +^ x*+ 17^^ ^ + -../

On trouve facilement

a = l, 0!
= *, a2

= 2A; + 3A;2
,

a3
= 16 k -f- 30 /c

2 + 15 A;
3

,
....

G^n^ralement an est un polyn6me du degre n en k; mais la loi de ces

polyn6mes est tres compliqu^e. Nous allons voir que la reduction en
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fraction continue de

_ a
i
_j_

a
_2 _

X X2 X*

conduit a des expressions tres simples pour les cn .

Soit

en calculant les d6rive*es successives
/&quot; , f&quot;,

. . .
,
on obtient

f = k (sec x)
k
tang a;

,

f&quot;
= (sec a;)* [* + (* + A2

) tang
2
re] ,

Posons
, pour abreger ,

tang
2 x= z;

on voit facilement que Ton aura generalement

f&m) (gecz)*^

f&
m + 1)_

(
ge

-

c x

et
v&amp;gt;
m e&quot;tant des polyn6mes du degr^ m en z.

En prenant les de&quot;rive&quot;es
,
on trouve les relations

Y&amp;gt;m
= 2 (1 -|- Z) (pm + k

&amp;lt;P
m ,

Nous dsignons ici par 99^,, Vm les derivees de
&amp;lt;p
m et de ^m par rap

port a z. Ces relations permettent de calculer de proche en proche les

polyn6mes cp et
t/;, et si nous posons maintenant

9m= aTO,o + k (k -f- 1) awu 9 + k (k + 1) (A + 2) (A -f 3) aM|2
a + . . -

,

il en r6sulte les relations suivantes

/8m ,

=
m, + 2 (A + 1) am, 1 ,

/8m, 1 = m, 1 + 4 (& + 3) am .
o

,

Pm. 2= am, 2 + 6 (& + 5) a
w&amp;gt;

3 ,

,.-
= am, i + (2 i + 2) (A 4- 2 -f 1) aw

,
,- +1 ;
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et

m + 1,
= k

fim, &amp;gt;

n + l,l
= /#m,0-f- 3 (A -}- 2)/?m,i,

0m + 1,2
= /Vl + 5 (k -\- 4) m

,
2 ,

En comparant ces relations avec 1 algorithme que nous avons expos6
dans le n 3, on reconnatt que les quantitys a,;*, fak sont exactement

celles qu on aurait obtenues la en partant des valeurs

Cl
= l.fc, C2

= 2(ft+l), c3
= 3(A;4-2), ..., cn= n (k -f n 1),

et Ton en conclut, sans la moindre difficult^,

?0_ 1 I ^2 _
2

_
a;2 tf 1 . A;

x+ -

* ~T~ .

En remarquant que

_j y _ ao
_ _ai_ ^2 + _ gg ^ _

et que , par consequent ,
1 integrale

2
e~ x*dz

donne ce ddveloppement (divergent)

y&amp;gt;. _i_
a
| _ a

j* _L
re a^ re

5
^c

7 ^

on obtient enfin ce r^sultat

2

a?

Nous nous bornerons ici a consid^rer la transformation de la se&amp;gt;ie

en fraction continue au point de vue purement formal. Dans une autre
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occasion
,
nous ferons voir que la fraction continue que nous venons

d obtenir est convergente et represente effectivement l
inte&quot;grale

si 1 on

suppose x
&amp;gt; 0, k

&amp;gt;
0.

Notons, en passant, le cas particulier k= n, n tant un nombre

entier positif. La formule (10) se re&quot;duit alors a cette identite* alg6brique

(tt\_ , (n\ ,
(w)2 , , (n)n_ _ 2_

/Y j,^ /vj
I

xy I M , O * /y I (M ^^-^ A * T - 1-) 1 *M
tX/ ^^ /6 ^/ I /t &amp;lt;j **/ I ft rr J(j il/ J. /6

rr

re .. w.l
rr

7. Nous allons donner maintenant une application du theoreme II.

Consid^rons pour cela la fonction

f=sm am x,

le module 6tant k comme d ordinaire. En calculant les derivees succes-

siv^es
/
on voit qu on a

f =s\n am [a ],

f&quot;
= sin am x [a x -|- b

l z] ,

/
w == sin am x [a2 -J- b2 z -\- c2 z

*~\ ,

/
(6)= sin am x [a3 -|- 63 z -f- c3 22 -|- c?3 s3] ,

(11) . . . .

ou nous avons pos6 , pour abr6ger ,
z= k sin2 am x.

II est clair ensuite que

sin am x =
. 2 . 3 . . . (2 n + 1)

et, d apres la se&quot;rie de Taylor, on a

i [sin am (a; + y) + sin am (aj
-

y)]= /&quot;+ f&quot;

-f-^
+^

1 2

^

c est-a-dire, d apres les formules (11),

(12) . . . . ^ [sin am (x -\-y) -\- sin am (x y}~\

= sin am x
[a
+ a!^ +2

t / 3 4
+

+ z sin am x b, +6 ?/ + . . .

II 13
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D autre part ,
on a

,
d apres les formules d addition

,

| [sin am (x -{- y) -j- sin am (x y}~\

sin am x cos am y A am y~
1 A2 sin2 am x sin 2 am y

= sin am x cos am ?/ A am y \
1 -f A; ^ sin2 am ^/

La composition avec (12) fait voir que

cos am y A am y = a + a,
-

sin4 am 2/-f-... )
.

+ ,

k sin2 am y cos am y A am y =

k2 sin4 am y cos am y A am y =

^

?/

1.&quot;2

+ ^1.2. 3. 4 +

2 1727874 +

d oti Ton conclut, par integration,

sinm ! ,
= ^ I , + fl

1I^+ 8r^_ + ...,

(13) .

k
am ?/ =

1.2.3 1.2.3.4.5 + ...,

sm am u =
-1.2.3.4.5

Si Ton se rappelle que z = k sin2 am x, on voit que le second membre
de la formule (12) peut s crire

1.2.3.4.5^

tandis que le premier membre est
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La comparaison de ces deux expressions donne cette relation remar-

quable

ai+k = cii a* + 3 bi b k + 5 d ck -f . . .

ou
,
ce qui revient au meme

,

4- ........
30 30

Ayant ainsi obtenu la decomposition en Carres de a,-+*X,-Xfc,

on peut 6crire immediatement la reduction en fraction continue de la

se&quot;rie 1 ~h ^ suffit pour cela de calculer a , a^ ;
6
t ,

62 ;
c2 ,

c3 ,
...

,

CC X

ce qui n a aucune difficulte
,
a 1 aide des formules (13).

En modifiant Increment le re*sultat ainsi obtenu, nous trouvons que,

si Ton e&quot;crit

a3
. of&amp;gt;

la s^rie (divergente)

a
l I

Q
2 3 _l

9 ^ &quot;n ft *w I
* *

&amp;gt;

qui provient de 1 int^grale

,.00

/ e~ z sin am 0d^,
o

donne la fraction continue (convergente)

1

2 | ;X*

S 42 R i-2
9 I 09 I

W . * . U *^ -f- 3
J

/

t . ... 5.62 .7A2
7;^ _|_ K^ / 21 72 /

&amp;gt;

en posant , pour abre*ger ,
1 -|- k- = I.

8. La consideration des d6riv6es successives de

cos am x ,
A am re
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conduit a des r6sultats analogues ,
mais qui offrent encore une appli

cation du theoreme I.

Soit f(x) cosa,mx: en introduisant encore la
quantite&quot;

= & sin2 am #
,

les derivees d ordre pair se prsentent sous la forme suivante

(15) . . . .

f =cos amic[a ],

f&quot;
= cos am x [a: -{- 6

X z] ,

f(V= cos am x [a* -f- b2 z -\- c2 z1
&quot;]

,

fw= cos am x [a.3 -(- 63 z -{ c3 z
2

-j-

ct il est clair que

Zan x2 n

r72-.3~T

Le th^oreme de Taylor donne ensuite

o

% [cos am (x -f- y) -\- cos am (x y)]= f+ /&quot;&quot;
r^ 9 + f(

ou bien, en introduisant les valeurs (15),

(16) . . . ^ [cos am (x -f- y) -h cos am (x z/)]

2/

4

1.2.3.4

= cos am a; + fll + a z

-f- 0cos am a;

1773-4 + ...

-1.2.3.4
^

- cos am x
\c2

-

t ^-= -)-
L

&quot;

1 . ^J . o . 4

4-

D autre part, les formules d addition donnent

-J [cos am (aj + y) + cos am (x y}\

_
cos am x cos am /

I lc
2 sin^am re sin2 am y

= cos am re cos am y [1 -\-kz sin- am y -f- k2 z 1 sin 4 am y -f- ]
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La comparaison avec (16) montre que

( cos am y = a + a
x

-

-f a,

197

(17) . .

sin2 am y cos am y =

c
2 sin4 am y cos am ?/

Vs

1.5

&amp;lt;/

4

4--

&quot;2
1 . 2 . 3 . 4

On voit par la que le second membre de la formule (16) peut s ecrire

~r &i -i 9 -r &2 1 ~9~Q 7 &quot;r X K I
-

9 4* ^2 ~o ~q~ 4 ~h
[ X . 1.^.0.4 j [ JL~. l.Z.o. t

r ^4 n

+

et le premier membre est egal a

n

J_ /. ? - - _J_r
[

2
] .2.3.4^

4-

(x y)~ J.

La comparaison de ces deux expressions conduit a la relation

ou
,
ce qui revient au meme

,

9. La consideration des d6riv6es d ordre impair de f= cos am x va

nous donner une formule analogue. On trouve que ces d6rive&quot;es se

pr6sentent sous la forme suivante

f = sin am x A am x [aj ,

f&quot;
= sin am x A am x [o,2 -f- &o zl

/&quot;(

B ) == sin am x A am # [a3 -j- 6
:&amp;lt; -f~ cs s2] &amp;gt;

/ , o\
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II est a remarquer que a1? a2 ,
a8 , ... ont ici les memes valeurs que

dans les formulas (15), mais il n en est pas de meme des b if c i:

Cette remarque est a peu pres eVidente, car si Ton prend encore = 1.

on tire des formules (19) le deVeloppement

cos am x Zan x

1727:

La formule de Taylor donne

o
(2 n)

et, si Ton introduit les valeurs (19),

(20) . | [cos am (x -f- y) cos am (x y}]

= sin am re A ama?^ + 2^3 +^172^74^ + ]

+ g sin am x A am a
[&

2 ^p-^ + ^s i 1 2 . 3. 4 . 5
+

]

-f 2- sin am a; A am a;

Jc
3 ^-^-1^

_
_|_

1

or on a

-J [cos am (x-\-y) cos am (x y}]

_ sin am x A am x sin am y A am y
1 A2 sin2 am x sin2 am y

= sin am x A am x sin am y A am y [1 -f k z sin2 am y+ A2 z2 sin4 am y -j- . . . ]

done, par comparaison avec (20),

(21)

- k sin8 am y A am*/ = 2

A am =



REDUCTION EN FRACTION CONTINUE. 199

Le second membre de la formula (20) s ecrit done

X C$ CfP

^2 1 9~b 4&quot; ^3 1 O Q A KT *
I X &2 1 9 O T~ ^ 1 0~ Q~~i ~R Il.^.o 1 . Z . o . 4 . O l.J.o l.Z.O.%.0

tandis que le premier membre est

it tt^
On en conclut

ttt+fc+ i = a-j-iafr4-i -f- h+ ibk + i -j- Ci

ou encore

(22) .
-

Les decompositions en Carres donnees par les formules (18) et (22)

permettent maintenant d crire immediatement la fraction continue F
,

qui re*sulte de la seVie

/&amp;gt; /y;J
* /yO

X/ X/ *v

En changeant Mgerement les notations, nous ^crivons le r6sultat

final ainsi : soit

~~ ro &quot;

1 1 2 1 2 3

alors la s^rie (divergente)

A _A _i_A _
x x3 x5

qui provient de I integrale
.

/
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donne la fraction continue (convergente)

(23)
J-

l

&quot;+7; (2n ly
2

Et une analyse toute semblable conduit encore a ce resultat que, si

Ton 6crit

la se*rie (divergente)

qui provient de Pint^grale

&quot;00

gxz ^

o

donne la fraction continue (convergente)

x + .. , (2_w--l)
2 A2

~i \^&amp;gt;

^
i II i

La demonstration que ces fractions continues convergentes repre&quot;-

sentent effectivement les int^grales depend de considerations toutes

diff6rentes que nous nous rservons de d^velopper dans un autre M6-
moire.



LXVIII.

(Bul. Sci. math., Paris, se&quot;r. 2, 13, 1889, 170- 172.)

Extrait d une lettre adressee a M. Hermite.

Permettez-moi de vous presenter une remarque que m a
sugge&quot;r6e

votre re&quot;sultat

b
arc cos ==

,

=t
I e-(a -

J J
o o

Elle consiste en ce que Tangle

/ b \ b
(p
= arc cos --

,
cos 99

= 77= &amp;gt;

\Vac} vac

qui y figure et qui est compris entre et n, est pr6cis6ment I angle

qu on rencontre en reprsentant g^om6triquement la forme positive

ax2
-f 2bxy -f- cj/

2
.

Cette remarque m a conduit a une autre demonstration de votre

rdsultat. Soient (Fig. 1) OU, 0V deux axes coordonn6es comprenant
I angle &amp;lt;p ,

Fig. 1.



202 EXTRAIT D UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE.

les coordonne*es d un point P
;
on aura

cy
2

et
, par suite

,

- /-OO /.M

Jl/ac=/ / e~ op2 dudv.
/ J
o o

En multipliant par sin 9?, sinydudv est 1 element de 1 aire plane

dgale a do; done

jKacsin&amp;lt;p
= I fe-o^do,

rinte*gration attendant sur 1 aire infinie correspondant aux valeurs

positives de u et de v.

En introduisant des coordonnees polaires ,
on aura

do= r dr d9

rf r= dO

9?

Cette me*thode s applique avec la meme facilit6 au cas de trois

variables

J=T T f^e-v dxdy dz,

o o &quot;b

v = ax2 + by
2
-j- cz

2 + 2% yz-\-2bzx-\- 2Cj a;y.

D^terminons d abord trois angles a, ^, y compris entre et JT, par
les relations

i 61 Ci
cosa = 4zz, cos/?= =i cosv = 4=r-

Vbc vca Vab

II est alors possible de construire un triedre OUVW (Fig. 2) tel, que

VOW = a,
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Fig. 2.

203

et si

= zVc

sont les coordonnees d un point P, on a

done

000
Mais 1 element de volume de 1 espace est

do k du dv dw,

k 6tant un facteur constant de valeur connue, done

Introduisons d autres variables et de*terminons la position du point

P par P = r et par la position du point P
1
sur la sphere de rayon 1

dont est le centre (Fig. 3).
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II n est pas ne&quot;cessaire de specifier la nature des coordonne&quot;es a

introduire pour determiner la position de P
x ; toujours on aura

do=-r 2 de X dr,

Q 6tant 1 element de Taire de la surface de la sphere ;
done

S =
I dQ tant Taire du triangle sph^rique ABC dont les c6tes sont

a, ft, y. En 6crivant au lieu de k sa valeur, il vient

SxVn
j -



LXIX.

(Nouv. ann. math., Paris, se&amp;gt;. 3, 8, 1889, 472478.)

Sur un passage de la theorie analytique de la chaleur.

La m6thode suivie par Fourier pour obtenir le ddveloppement

(A) . . . 1 = a cos x -f- b cos 3 x -\- c cos 5 x -f- d cos 1 x -f-

est tres belle, mais elle manque absolument de rigueur, et 1 on peut

meme s etonner, au premier abord, qu un tel procede puisse conduire

a un rdsultat exact,

Fourier pose x= dans liquation (A) et dans celles qu on en d6-

duit par des differentiations successives. II obtient ainsi les relations

] a-f- 6+ c-{- d + ...,

= a + 32 6 -f 5&quot;c -f T-d -f . . .
,

n de ces Equations lui fournissent les n premiers coefficients en annu-

lant tons ceux qui suivent
, et, en prenant ensuite w = oo, on constate

que les valeurs obtenues pour a, 6, c, d, ... tendent vers des limites

determinees.

C est ainsi qu il obtient le rsultat cherche

= cos x ; ccis 3 ,r 4- - cos 5 x ,_r cos 7 x 4- . . . .

4 3 o /

Nous nous proposons de&quot; tudier de plus pres cette m6thode.

1. II est clair que la determination des a, 6, c, d, ... d apres

Fourier revient a ceci :
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Determiner les coefficients a1} a2 ,
. . .

, an de maniere que le deVe-

loppement de

&amp;lt;p
n (x)

=
GJ cos x -f- 2 cos 3 x -f- + an cos (2 w 1

)
x

soit de cette forme

&amp;lt;p
n (x)= 1 + hn x* n + A-M + 1 o;

2 &quot; + 2
-h . . . .

Pour obtenir cpn (x) et en meme temps une expression simple de

1
&amp;lt;p
n (#), nous remarquons que 1 identite*

(2 1 sin x)
2n ~ l = (e

ix g- *)
2 &quot;- 1

donne facilement
,
en deVeloppant le second membre

,

/ w i L n *
i (n ~ ^}(n 2

)

(sin x)
2 n l = A n

j^sin

aj
-

.

{

sin 3 x + L .

1
( ^ T.

2)
sm 5 ^ ~~

.

o\r\ 7 T I
tt\ ^i&quot; * i^

(2)

(n + l)(n + 2)(n + 3)

_3.5.7...(2n 1)

4 . 6 . 8 . . . (2 n)

On en conclut

c
x

o

[
1 w 1 1 (n l)(n 2) ]

&quot;TS^Tl &quot;5 (H-i)(w+T)
c&amp;lt;

Or il est clair que le d6veloppement de

c
x

/ (sin a?)
2 &quot;&quot; 1 d#

&quot;o

commence par un terme en x2n : done on a n6cessairement

,
. A M [

1 W 1

9?n (x)
= = cos a; . cos 3 x -f-

I
I (n l)(n 2) 1_ ___; nro ^ &quot;*

&quot;5 (n + l)(n+T)
C(

(4) ... I -(pn(x)=f
X

(s\nx)
2n - l dx: f (sii\x)

2n - l dx.
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Fourier n a pas donne&quot; explicitement 1 expression de 9?n (#), rnais on

peut la de*duire facilement de ses formules et constater I ldentite* avec

la formule (3). On a notamtnent

An _ 32 . 52 . 7 2
. . J2 w I)

2

Bn
~~

(8
a -

1) (5
2 -

1) (7
2 -

1) . . . [(2 n - I)
2-

1)]

et il est facile de conclure, d apres la formule de Wallis,

(5) lim =

2. Supposons que x soit compris entre Q (
sans atteindre une

de ces limites) ,
la formule (4) permettra facilement de conclure

lira [1 (pn (x}~\
=

,
n= QO .

En effet
,
soit

il est clair que

C,+i &amp;lt;
Cn sin2 o;

et

2 n
Bn + l =

2n + l
En&amp;gt;

done

,

iahS
A ^tant un nombre fixe compris entre sin2 x et 1

,
le rapport

[1 (pw + 1 (z)]:[l VnW]

sera done constamment infeYieur a A ^ partir d une valeur suffisamment

grande de n, d ou Ton conclut

(6) ...... lira [1 (pn (x)]
=

,
n = oo .

On verra de la meme facron que

hm .

An
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Or on a

1 r x B / 1 n 1 \

-/ (sin x)
2n ~ l dx= . cos a; = . ens 3x4-...}A n J An \ 3 n 4~ 1 /

et

v Bn 71

hm --= ----

A n 4

Done, pour achever la d6monstration de la formule

- - = cos x cos 3 x 4- ^ cos 5 x . . .435
il suffira de faire voir qu en posant

S = cosx cos 3 re 4- _ cosbx ...,
O

1 n 1 1 (n l)(n 2)S = cos x r ;
cos 3rr 4- =- . cos 5 a; . . .

,

8n-}-] o (w -f- l
) ( + 2)

on a

lim(S S
)
= 0, w= oo.

3. Remarquons d abord qu en ^crivant

S = 0J cos a; a3 cos 3 ^ -j- a5 cos 5 x . . .
,

les coefficients ax ,
a3 ,

a5 ,
... sont positifs et vont en diminuant.

Soit, m etant un entier impair,

Em= coamx cos (m + 2) re 4- . . . -rCoe(m-|-2Ar)ar,m w -j- 2 m
&amp;lt;|-

2A

R^= ffw cos mx am+2 cos (m -}- 2)x-\- . .. ctm+zk cos (AW -f- 2
A&quot;)

#.

On aura

2 R^ COS ^= r/m COS (//i 1) X -f- (flfm w + 2) COS (/&amp;gt;/. -f- l) X

(am + z (&amp;gt;m + *) cos (m -}-3)x

-f-

2 am + 2 /c)cos(m -|- 2 A; l)a;

s(m4- 2 A: + 1)^1

d ou 1 on conclut qu en valeur absolue

m cos a;
\ &amp;lt;

c/m + (
aw f m + 2) +

-f- (w + 2 m + 4) ~h H~ (
am-f 2fc 2 m + 2fc) 4&quot;

^
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&quot;m

cos x m cos x

et de la meme facon

1

m cos x

Cette derniere relation montre que la se&amp;gt;ie S est convergente.

4. Cela e&quot;tant, soit e un nombre positif donne&quot; aussi petit qu on

voudra. II faut montrer qu il est possible de trouver un entier N tel

que, pour
w^N,

on ait toujours

I

S S
j

&amp;lt;
e.

II est bien entendu qu on suppose que x a une valeur fixe comprise

entre -

Voici comment on peut trouver ce nombre N. Ddcomposons d abord

d une maniere quelconque e en deux parties e&quot;galement positives:

et prenons un nombre entier impair m tel que

2
W&quot;

Ss^
&amp;gt;^ it

e COS X

En e*crivant alors

S = cos x cos 3 x -\- . . .
- cos (m 2) x Bm ,

S =
&amp;lt;*!

cos x fl3 cos 3 x -f- .
&amp;gt;n

- 2 cos (m 2) a: Em ,

on aura, d apres les limitations (8) et (9),

D autre part, en faisant croitre inde&quot;finiment 1 entier n, 1 expression

a^ cos x cr3 cos 3 x -f- - -j cos (M 2) re

II 14
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tend vers

cos re g cos 3 x -f- ... - - cos
(
m 2

) x.
O Wi ~~~ a

On peut done determiner un entier N tel que, pour

la difference de ces deux expressions soit inferieure a e
,
et il est visible

que, pour ces valeurs de w, on aura

JS S &amp;lt;e + e&quot; = e.

La formule

n 11- = cos x 5- cos 3 x -J- -=- cos 5 x ...
4 o o

est ainsi demontree rigoureusement; il faut supposer x compris entre

*T

5. On peut obtenir d une facon analogue le developpement

~gj
x=

-gj
sin 2x -- sin 4 x -f- sin 6 x ...

t t T O

On determinera d abord une expression

(x)= a, sin 2x 4- 2 sin 4rr 4- . . . 4- an sin 2nx,* \ / J. I Li \ I

par la condition que le developpement de w (x) soit de cette forme

On obtient immediatement la valeur de (x) en remarquant que

^n (X) X

ne peut diff6rer que par un facteur constant de

f
X

(smx)
2n dx,

o

et la suite du raisonnement est tout a fait semblable a ce que nous

venons d exposer en detail.



LXX.

(J. Math., Paris, se&amp;gt;. 4, 5, 1889, 425444)

Sur le developpement de log r (a).

Le but principal de ce travail est de donner une nouvelle deduction
de la formule (formule de Stirling)

log r (a) = (a J) log a a + J log (2n) -f

4.
B

i _J^2 i BS I

1.2a 3.4a3
&quot;r 5.6o5

&quot;

1

et de faire ressortir que le second membre repre*sente asymptotique-
ment la valeur de logr(a) (dans un sens que nous pr^ciserons plus

loin) , meme dans le cas ou la valeur de a est imaginaire, la partie rdelle

de a 6tant negative.

Les integrates d^finies que Ton a jusqu ici introduites dans cette

the&quot;orie pr^sentent toutes cette particularity qu elles ne sont valables

qu en supposant la partie reelle de a positive et ne conviennent done

pas a notre but.

1. II n entre pas dans nos intentions de reprendre toute la theorie
de la fonction T; mais, pour mieux caracteViser notre point de vue, il

semble convenable de donner une deduction rapide de toutes les for-

mules dont nous aurons besoin.

Nous adopterons comme definition cette formule

(1) . . . . r(a, = ,im
a
-

jjr^^^.1

Y-,,-
(W = 00)
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d ou Ton conclut imme&quot;diatement

(2) ......... r(a + l) = aT(a)

et

r(l)=l, r(w)= 1.2.3... (n 1).

Par consequent ,
la formule (1) peut s crire

T (n)

done

(3)

(n = oo)

(n = oo)

Une autre propri^te* qui decoule immediatement de la definition

adoptee est celle-ci

(4) r (a) r (1 a) = -.-
sin (n a)

Des formulas (2) et (4) on d6duit encore

r (a) r ( a) = *

a sin (n a)

n

COS (n a)

Remplacons ici a par ui, u e&quot;tant reel; on en conclura

(5)

mod r (u i) =

2n

2. Nous avons a consid^rer maintenant la fonction log r (a). C est

la une fonction qui n est pas uniforme comme l e&quot;tait r(a). Mait il suf-

fira de consid^rer une branche particuliere de logr(a), et, pour la

pr^ciser ,
nous supposerons d abord que log r (a) est re*el lorsque a est
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r6el et positif. Ensuite nous limiterons la marche de la variable par la

condition qu elle ne traversera jamais la partie negative de 1 axe des

abscisses : nous avons ainsi une coupure de a oo . De cette fac,on

log T (a) a une valeur unique et bien determinee dans tout le plan ,
a

1 exception des points de la coupure.

Pour ces points particuliers , log r (a) a deux valeurs selon que Ton

arrive a un tel point par un chemin trace dans la mode superieure ou

inferieure du plan. L axe des abscisses divise le plan en deux parties :

nous designons ici par moitie superieure du plan cette partie ou se

trouve le point -f- i. La notation

log r (a) , log r (a)

servira a distinguer les deux valeurs de logT(a) aux bords de la cou

pure. II est clair que la fonction log F(a), telle que nous venons de la

definir, prend des valeurs conjuguees pour deux valeurs de a qui sont

conjuguees. Par consequent, la difference

log r (a) log T (a)

sera purement imaginaire. II est facile d obtenir cette difference. En

supposant

(0 &amp;lt; !&amp;lt; 1)

n etant entier et positif, la definition deT() permet de conclure im-

mediatement

(6) log r (a) log r (a) = 2 n i X n.

3. Considerons de meme la fonction log a en limitant la marche de

la variable comme dans le cas de log r (a) : on a

log a log a = -f 2 n i,

done

+
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Posons

log r (a) (a J) log a = /(a) ,

on aura

(8)

On voit que cette difference est indpendante de n et se reproduit
ainsi peViodiquement le long de la coupure.

Dfinissons maintenant une fonction d une variable r6elle x ainsi

(9)

! (0 &amp;lt;
a;

&amp;lt; 1)

et posons

(10) ........ J&amp;lt;a)
= r^-Md*.

J x-\-a
o

Nous definissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais

qui admet comme coupure la partie negative de 1 axe des abscisses.

La difference des valeurs de J(a) aux deux bords de la coupure
s obtient immediatement a 1 aide de la formule de M. Hermite (Journal
de Borchardt, t. 91, p. 65)

(11) ....... J(a) J(a) = 2rci[J f].

L inspection des formulas (8) et (11) conduit a consideVer la diffe

rence f(a) J (a); posons done

(12) .....
&amp;lt;? (a) = log r (a) (a J)logo J(a);

on aura

+
(p (a)

&amp;lt;p (a) = ,

c est-a-dire que la fonction 9? (a) est uniforme dans le vrai sens dn mot
,

sans limiter la marche de la variable. II est facile a voir aussi que 9? (a)

restetoujours finie et est, par consequent, holomorphe dans tout le plan.
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Mais il n est pas ne&quot;cessaire d insister sur ce point, car nous allons voir

qu on obtient facilement 1 expression explicite de cette fonction 9? (a).

4. Pour cela
,

il est ne&quot;cessaire d e&quot;tudier d abord la fonction J (a). Si

Ton crit

1 2

on a
,
d apres la definition de P (x) ,

c est-a dire

et il est clair qu on a

(15) .... J(o) J (a + l) = (o -K) log (

aJ
-)

1.

\ u /

L equation (14) pent done s e&quot;crire

x

J (a) = ] [J (a + w) J (a + ?t + 1)],

done

(16) ........ lira J (a -h w) 0.

(w = oo)

5. Les formules (15) et (16) nous permettent de reconnaitre sans

difficulte la nature de la fonction 9? (a). En effet, nous calculons d abord

99(a)= logtt (a-f J) log (a+ 1) -f (a ^)loga J(a-hl)-f J(a),

c est-a-dire, d apres (15),

(p (a -f 1) &amp;lt;p
(a) = I.
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Done, si nous posons

y (a) = a -J- y (a) ,

c est-a dire

(17) .... ^ () = log r (a) (a |)loga-f- J(a),

la fonction
y&amp;gt; (a) admettra la p6riode 1

y(a-\- l) = y;(a).

Soit n un entier positif, on aura

V (a -f- w)
v&amp;gt; (n) =

= log r (a -f- n) log r (n) (a -f w J) log (a + n) +
f(n J) log n+ a J (a -f- K) -|- J (w).

Faisons croltre indefiniment 1 entier w, a cause de la
peViodicite&quot; de

la fonction
y&amp;gt; ,

le premier membre ne varie pas et reste gal a

y (a) y (0).

Pour avoir la limite du second membre, il suffit de remarquer que,
d apres (3),

lira [log r (a + M) log r (n) a log w] =
(n= 00)

et, d apres (16),

lim J (a -|- w)= Jim J (w)= ,

(n= oo )

On obtient ainsi

v (a) v (0) = 0.

La fonction y se rduit done a une constante que nous
de&quot;signerons

par C, et nous obtenons ainsi

log r (o)= (o -i) log a a + C -j- J (a).

6. II nous reste a obtenir la valeur de la constante C.

Remarquons d abord que la valeur de C est eVidemment reelle. Cela
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e&quot;tant, remplagons, dans la formule (18), a par ui, u e&quot;tant re&quot;el et po-
sitif

,
et faisons croitre inde&quot;finiment u. C 6tant r6el

,
on pourra ne&quot;gliger

la partie purement imaginaire et 1 on aura

C=lim. partie r6elle de [log r(ui) (ui j) log (Mi) J(wt)].

Or nous verrons bient6t que

(19) ......... limJ(tti) = 0,

et, d autre part, on a

p. r. (ui i) log (ui) = p. r. (wi |) (log u -f -J z)
= J log z&amp;lt; ^

&amp;gt;

* / ^

et, d apres la formule (5),

p. r. log F (M | log (2 TI) \ log M J log (e&quot;

u e- *
) ;

done

C = lim
J log(2rc) | log(l e-2u) = .j.i g(2ji)

et, d^finitivement,

(20) . . . logT(a) (a |)loga a -f J log(2^) + J(a).

C est la formule que nous voulions obtenir et qui servira de point
de depart a notre deduction du developpement de log r (a). Elle ne se

distingue de la formule qu on emploie ordinairement dans ce but que
par la forme sous laquelle s est prsent6e la fonction J (a).

En effet, la formule (10)

r
x

(x)
J(a)= -

J x-\-a
dx

est valable dans tout le plan et admet seulement comme coupure la

partie negative de 1 axe des abscisses
,
tandis que les formules de Binet

x 2
o

(22 )

- If* arf# - / !

supposent essentiellement que la partie re&quot;elle de a soit positive.
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Cette formula (10) est due & M. Bourguet qui 1 a obtenue sous une

forme 16gerement diffe&quot;rente dans un travail inedit, mais dont nous

avons eu connaissance.

M. Bourguet obtient, en effet, une formule qui, apres un change-
ment de variable

, peut s e*crire

__ ^A, f
x
dx sinSn

/ / i* x a nx
J \Qj)

et, comme on a, pour toute valeur reelle de x,

la relation avec la formule (10) est 6vidente.

7. La formule (16) montre que J (a) tend vers ze&quot;ro lorsque a croit

ind6finiment d une certaine maniere

II est important de ge&quot;neraliser ce resultat. Pour cela, reprenons la

formule (13)

Z^J a~~_i_ w _i_ x
^

x&amp;gt;

et remarquons que

/_ /y / If ^_ /y /! /y
2 *v ^ /

J
2
^^

^J I / 2^ ^7
i i Cv A/ - I i r~~ Cv tJO

&quot;

i I Cv iO

a-fw-j-o; J a -\- n + x J a-\-n-\- x001
=

/ f dxl
-j

: da;;
J a + w + rc J a -4- w 4- 1 x
o o

done

- / \

(24) . . J(a) =V /&quot;(i
X) (. j

r- }dx** J &quot;

\a + n 4- x a 4- n -f 1 x]

ou

(25) . J (a) =
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Supposons d abord a re&quot;el et positif ,
J (a) Test aussi

,
et

,
a cause de

(a -f- n -J- x) (a -f- n -\- 1 x) = (a -{- n)(a-\- n -}- ].)-{- x(l x),

on aura

&quot;*

J (a) &amp;lt;

oo

Prenons maintenant
,
dans la formule (25) ,

R e&quot;tant positif, et ( argument compris entre les limites ^. II viendra

evidemment

^^ /*J 2(4 _ x)- dx
mod J

mod

Nous remarquons ici que n -\- x et n -\- 1 x sont rels et positifs.

Or
,
b 6tant r6el et positif, on a

mod (Rge + 6) = V(R + 6)
2 cos2 + (R ft)

2 sin2 f0~,

mod (Re -f 6) &amp;gt;(R -f 6) cos | 0,

done

2(| x)&quot;dx

+ x) (R-f w + 1 a;)
\J V/

c est-a-dire

modJ(Re)&amp;lt; n J(R)
cos2

1

et, a plus forte raison
,

1

(26) V /-s 12Rc0g2



220 SUR LE DEVELOPPEMENT DE log T (a).

On voit par la que, lorsque a crolt inde&quot;finiment
, J(a) tend, en

general
,
vers z6ro. II ne pourrait y avoir exception que dans le cas ou

1 argument 6 tendrait en meme temps vers la limite -|- n ou vers n.

La formule (19) que nous avons admise provisoirement est aussi une

consequence immediate de la limitation que nous venons d obtenir.

8. Conside&quot;rons maintenant le developpement de J(a) suivant les

puissances descendantes de a. Si dans la formule (10), nous rempla-

gons P(x) par son d6veloppement en se&amp;gt;ie trigonometrique (23), on

aura

w-y is
sin

nn
dx

et, en integrant par parties 2 k 1 ou 2 k fois, on obtient

(27) . J (a) = I
- -

le terme comp!6mentaire JA (a) se pr6sentant sous 1 une des deux

formes suivantes :

cos 2nnx dx

sin 2nnx
(28)

Les nombres de Bernoulli s introduisent dans la formule (27), par
suite de la relation

Posons

on a evidemment

( n* i o

Pk (x+ l)= P*(a;),
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et la seconde des formules (28) peut s 6crire

(29)

ou encore

(30) .... JA (a) =
&quot;o

Si 1 on remarque que

on de*duit facilement de (30) cette formule

(31) JA (a)= f Pk (x) 5^ 3 j

-
j rofcqr? 7 -^BSii

J
*^

\\a-\-n-\- xy k + l

(a 4- n 4-1 x)
2lc+l

Ces diverses formules pr^sentent la plus grande analogic avec les

formules (10), (13) , (24). II faut remarquer, en effet, que dans 1 inter-

valle
&amp;lt;

x
&amp;lt;

1
, P* (a?) est un polynome du

degre&quot;
2 k -}- 1 en x dont

1 expression est bien connue.

II est clair aussi que

J, (a)
- J* (a + 1)=

[ fc

la valeur explicite de cette difference se de*duit des formules (27) et

(15).

9. Nous aliens chercher maintenant une limite supeYieure pour le

module de Jk(Re
i9

). La premiere des formules (28) conduit facilement

au but: il suffit de remarquer que

30 ~r_

1 2 (2 k 1) V*
COS n

&amp;lt;

^V =
i
2 * 2k

et

mod (x -f Re i9
) &amp;gt;(x + R) cos ^ 6
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pour obtenir immediatement

(32) . . .

Pour obtenir une autre limitation
,
nous cl6duisons de la seconde des

formules (28) par une integration par parties

/CO

GO

^A 1 cosznnx ax

o
Z n+**

d ou Ton conclut

modJifRc&quot; &amp;gt;)^ 1 2t
&quot;(

2A: + *) r V l

(COS -I ef^~ I
2*

c est-a-dire

mod J* (R *e) &amp;lt;

- mod J* (R).

Mais, lorsque a est r^el et positif =R, la formule (33) montre que
a le signe de ( 1)*, et, a cause de

(R) et JA- + 1 (R) ayant signe contraire, il est clair que

done

(34) . .

(2* +1) (2 A +2)

Pour /c= 0, on retrouve la limitation (26).

On voit que, R croissant ind^finiment tandis que 1 argument 6 reste

constant, on a

tant que le nombre fixe a est infeVieur a 2k -f 1.
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10. Soit f(z) une fonction uniforme dans cette partie du plan ou la

partie rdelle de z est ^ 0. Supposons de plus que f(z) n ait ni p6les ni

points singuliers essentiels dans ce domaine. Alors on aura, la partie

relle de a e*tant positive ,

(35) ....... f(a)= iy
.(

f(*]

dz,2mJ a z
(O

I integrale tant prise sur un contour C se composant de la partie de

Paxe imaginaire de Rt a -\-~Ri et du demi-cercle obtenu en faisant

varier de -f- -& a -- dans 1 expression 2= Re 1 9
. On doit supposer

ici que le rayon R soit assez grand pour que le point a soit compris a

I inteVieur de C. Le point a e&quot;tant evidemment en dehors de C, on a

(36) ........ Q= -
2mJ a4-z

(C)

et, par suite,

(C)

Supposons qu on ait

(38) . . H

1 int^grale ^tant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (37)

donnera, en faisant croitre ind^finiment R,

_
/ 9 a tt Z - ~

Q - o Qt 11 )

ni J a2 22 7i J a2
-f- w-

t X 00

la variable u parcourant les valeurs rdelles de oo a -j-

Dans le cas ou la fonction f(z) prend des valeurs conjugudes pour
des valeurs

conjugue&quot;es de la variable, cette formule se simplifie encore,

et, en posant

(39) ........ /(iiO= a + S,
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on aura

(40) f(a) = -
a

o

Les formules (35) et (86) donnent encore, par soustraction
,

(C)

d ou 1 on dduira par un raisonnement semblable

mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci,

(42) . . lim [
J

I int^grale 6tant prise encore sur le demi-cercle de rayon R.

Les formules (40) et (41) montrent comment on peut calculer (sous

certaines conditions) la valeur de

f(a) partie rdelle de a
&amp;gt; 0,

en connaissant seulement soit la partie r6elle
,
soit la partie purement

imaginaire de f(ui). Elles presentent une certaine analogic avec la

formule qui permet de calculer la valeur d une fonction u de deux

variables re*elles satisfaisant a

en tout point a 1 intdrieur d un cercle, si 1 on connait la valeur de u sur

le contour du cercle.

La fonction f(z) = \ogs satisfait a la condition (38): toutefois elle

devient infinie pour = 0; mais, 1 integrale qui figure dans la for

mule (40) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule
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reste applicable dans ce cas. II en sera de meme de la fonction J(0),

qui satisfait 6videmment a la condition (38) d apres la limitation (26),

la circonstance que, pour 3= 0, J (z) devient infini comme logs n em-

pechant pas la formule (40) de rester applicable. A 1 aide des for-

mules (20) et (5), on trouve, dans ce cas,

done

1 r* adu

C est la formule de Binet , que nous avons rappele plus haut (22).

11. Pour montrer une autre application de la formule (40), nous

considdrons la fonction

b 6tant une quantitd r6elle, et nous remarquons que le module de cette

fonction pour z= iu (u dtant r6el) s exprime par les fonctions

mentaires. En effet
,
ce module est

e&quot;gal
a

]
r (6 iu) r (i 6

rnais

sin n(b -j- iu)

sin n (b iu)

d ou Ton conclut la valeur du module

_ e-2nu 2 COS 2bn

Cela etant, on s assure facilement que Ton pent prendre dans la for

mule (40)

f(z}
- i log

r ( + ft)r(+i-fr) __ !
! z

r(z)r(z)

II 15
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mais il est clair qu il faudra supposer

pour que la fonction f(z) reste finie tant que la partie r6elle de z est

positive. En effet, en introduisant la fonction J(z), on voit que f(z)

tend vers zeVo lorsque z crott indfiniment (la partie reelle de z restant

toujours i^O), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite. Un
calcul facile donne d ailleurs

^nii -L. Q-Inu 2 COS
fl= - i log

-
( t
nu

done

(43) .

(Ogft^l).

12. II est clair que la fonction

2 cos 2b

* log
r()r(a)

,, I r* adu . [gs^u _j_ e-2^M 2cos26jr= \ log a

- g 7TU)2

reste toujours positive ;
en 6crivant done

n 1 ?/2 ?y* *y2A 2a ?

2 *- 1

et supposant a r6el et positif ,
on obtiendra pour l intgTale qui figure

au second membre de (43) un deVeloppement suivant les puissances

descendantes de a, qui jouira exactement des memes propri6t6s que la

seVie de Stirling.

Nous 6crivons ce d6veloppement ainsi

1 1
r (a -}- 6) F (a + 1 6) _ i

(44) !

r(B)r(a)
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en posant

(45) .

rw = ti&amp;gt;&quot;! r %,. log f

JL-tl=i-^l&quot;B 2 6,1

2w-f ! 27i J (e^
M e-jru)2

o

La fonction 9?2n+i (6) n est autre chose que le polyn6me de Bernoulli,

qu on peut dfinir, soit par le de&quot;veloppement

soit par la condition que, pour 6 entier et positif,

9* (&)=!* + 2* + ... + (6 1)*.

La formule (45) montre clairement que (p2n + \(b] a constamment le

signe de ( l)
n + 1 dans 1 intervalle (0, 1), et est croissante dans Pinter-

valle (0, ), tandis que

C est a M. Hermite qu est due 1 idee de faire dpendre les
proprie&quot;tes

des polyn6mes de Bernoulli de leurs expressions par des
inte&quot;grales

definies. La formule qu il a obtenue dans le tome 79 du Journal de

Borchardt

gjru _j_ g-f~n fan u o TT u\

m*bn
[-

&quot;

-)-
/ \en u e-x u) 6 2

-f c-2-TM _ 2 cos 2 b n

se d^duit de (45) par une integration par parties.

Nous remarquons encore que la seVie infinie

I Ps
i

-

|&quot;

8
&quot; &quot;

5
&quot;

) I Psfo)
i
V-

a
&quot;

3 a8
&quot; &quot;

5 a

est divergente. C est Ik une consequence de ce fait , facile a demontrer,

qu en posant

/oo
u n

f(u)du,
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f(u) e&quot;tant une fonction qui reste toujours positive, on a

C2 CB -

13. Conside&quot;rons maintenant la fonction

b etant une
quantite&quot; re*e)le; nous remarquons que Ton obtient faci-

lement (a un multiple de n pres) 1 argument de cette fonction dans le

cas ou z= ui. En effet
,
soit

r(b + iu)

done

r(b4-iu) r(l b iu)x
i 5 *_ ^^ & 2 a \

r(b iu)r(l b-}-iu)~

c est-a-dire

2ai
sin n (b iu)~
sin n (b -f- ZM;

On voit que a est 6gal a 1 argument de

ltj-T U J_ a TT 11\
/, . v . , /o* i

-j- e M
\

\ / \ 2

Supposons &amp;lt;
b

&amp;lt; 1, en sorte que sin bn est positif ,
on aura

a = kn arc tang3
g-TTM

cotbn} ,

Tare tang 6tant pris entre
^ ;

Tender A; est nul si Ton veut que a

s annule en meme temps que u.

Cela 6tant, posons
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dans la formula (41). On voit facilement que sur le demi-cercle de

rayon R le module de f(z) devient tres petit et s annule pour R = oo:

done la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne

ensuite

g,T U - g 31 U

ou,

i- e -2jiu sin
$ = i arc tang

[1 e-27rw

si 1 on remarque que

( | b) n = arc tang (cot b n) ,

et, par consequent,

I r x udu T e-2sin(26?i)
arc

cos

L arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant
,

qui est celui de sin (2671), on voit que Ton peut d6duire encore de cette

formule un d6veloppement en seVie qui jouira des memes proprietes

que la se&amp;gt;ie de Stirling

(47);

5~ &quot; &quot;

4a4

ou

mo- (&) (
nn-i

/
r e-2u 8in (26w) 1

(48)
r?wJ= \ U-

/ W 2 n - 1 arc tang
- d M.

2n n j [1 e-2.cos(2&7i)J
o

Ici
&amp;lt;?2n(b)

est le polyn6me de Bernoulli, tel que nous 1 avons d6fini

pr^c^demment. On voit que

&amp;lt;P2n(l b) = V2n(b),

et que dans 1 intervalle (0, |), 9^2 (6) a le signe de (I)&quot;-
1

.
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14. On peut se convaincre facilement que les fonctions
&amp;lt;p qui figurent

dans les formules (44), (45), (47) et (48) sont les polyn6mes de Ber

noulli. En effet, la somme de (44) et (47) donne

Or supposons b entier et positif; on a

ou

et Ton a precisement

6 1

On voit aussi, par ce raisonnement
, que, lorsque 6 est entier et

positif, le deVeloppement (49) est convergent sous la condition

mod a
&amp;gt;

b 1.

De meme, si 6 est entier et ngatif, on verra que ce deVeloppement
est convergent sous la condition

mod a
&amp;gt;

b.

Mais, pour toute autre valeur de 6, la s6rie (49) est toujours diver-

gente.



LXXI.

(Paris, C.-R. Acad. Sci., no, 1890, 267 270.)

Sur la fonction exponentielle.

(Extrait d une Lettre adressee a M. Hermite.)

Apres quelques tentatives
,
voici la d6monstration a laquelle je me

suis arrete&quot; pour prouver 1 impossibilit^ d une relation de la forme

(1) N + 6 a N
1 + c

ft N2
-
r-...-fe*NM = 0,

a, 6, . . .
,
h 6tant des nombres entiers, ainsi que les coefficients N, N1?

N2 , ..., Nn .

Soit

F (z)
= zn(z a}^ +*i (z b)v +*2...(g A)A* + *

un polyn6me de degre*

M= ( + 1) A*+ *,+ *a+ -+ *

a coefficients entiers
; /u est Tender auquel on donnera plus tard une

valeur suffisamment grande; Alt /c
2&amp;gt; ,

A;w sont des entiers fixes: on

a, du reste, &p= ou =1. J indiquerai plus loin leurs valeurs qui

dependent uniquement de a, 6, . . .
, h; Nlf . . .

,
N n .

Je n ai maintenant qu a reproduire ,
avec de tres legeres modifica

tions, vos formules

/&quot;%-* F () ^2; = ff (0) e- ax
ff (a),

o

f
b

e~ xz F () dz= & (0) e
- b *
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9(0)=

n (x), n 1 (x), . . . e&quot;tant des polyn6mes a coefficients en tiers. On en con
clut

et posant a;= 1
, n (1) == P, II, (1)= p

1 ,
. . .

,

(2) . . . .
2 1

1-8...

Les quantites e^eo, ...,en tendent vers zero pour /u=oo, et, la rela
tion (1) donnant

N, Cl + N2 g + . . . 4- Nnen= - (NP + N, P, + . . . + NB Pn )
= entier,

on doit avoir, des que p surpasse une certaine Hmite,

NI s
l + N2 2 4. . . . -f Nn =

;

c est-a-dire
, si Ton introduit les valeurs (2),

ou bien

(3)

/&quot;
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la fonction &amp;lt;t&amp;gt; (z) 6tant de&quot;termine&quot;e ainsi

$ (z)= N! e a -f N2
fc
6 + N3 e

c + . . . -f Nn e*
, &amp;lt;

*
&amp;lt;

a
;

$ (*) = No e
6 + N3 e

c

-f . . . -h NM e
&amp;lt;

,
a

&amp;lt;
z

&amp;lt;
6

;

g &amp;lt;
z

&amp;lt;
h.

Cette fonction $(2), constante par intervalles, n est pas identique-

ment nulle
, puisqu elle ne Test pas dans le premier et dans le dernier

des intervalles. Dti reste , elle ne s annule meme pas dans aucun des

intervalles
, puisqu on peut supposer irre*ductible liquation a laquelle

satisfait le nombre e.

$ (0) ne peut changer de signe que pour

z= a, z=b, ..., a= g.

&amp;gt;

Voici maintenant la determination de klt k%, . . ., kn .

Je prends

1 i x change i ,

selon que * (z) de signe pour = a,
ne change pas )

I
1

1 i v change i
, ,

=1 selon que * (0) de signe pour z = b,
( ! ne change pas )

fcw _ !
= I J j

selon que 4&amp;gt; ()
[ j

de signe pour z = g,
| ) I ne change pas )

Je dis alors que liquation (3) est impossible des qu on prend pour //

un nombre pair. En effet, il est clair que, dans I int6grale

rh

j
4&amp;gt; (z) e-

s
[z (z a)...(z hflP (z a)

A
(z b)

k* ...(z g)
k -idz,

o

la fonction sous le signe / a un signe constant dans tout 1 intervalle

(0, h).



LXXII.

(Paris, C.-R. Acad. Sci.
, 110, 1890, 1026 1027).

Sur la valeur asymptotique des polyndmes de Legendre.

(Note, presentee par M. Hermite.)

M. Darboux a donne*
,
dans le Journal de Mathe&quot;matiques pures et

appliqu6es (3
e
seVie, t. IV, p. 39; 1878), une formule qui permet d ob-

tenir une expression approche&quot;e de Xn (cos 0), 1 erreur conimise etant

de 1 ordre d une puissance aussi grande qu on le voudra de
w

Nous avons obtenu le re&quot;sultat suivant. Soient

_4 2.4.6...(2n)~
n 3.6.7...(2n+ 1)

alors on a

)S (n & 4- 1 a) . 1.1 cos (n 9 4- 1 a) .

i

* ( _i_ . _ v i i /
_j_

l/i- f\ O /O nn L Q\ 1 /~7n r~v\o

,
1.3.1.3_ cos (n 9 4- 1 a)

h ~

,__1 .3.5.1.3.5_ cos (n 6+ -;- a) .

f

&quot;

&quot;

Laloi est 6vidente, et la se&quot;rie est convergente et reprsente Xw (cos

tant que Ton a 2 sin @
&amp;gt;

1
,
c est-a-dire
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Mais
, que la se&quot;rie soit convergente ou non

,
on peut toujours 6noncer

la proposition suivante :

En prenant les k premiers termes de la
se&amp;gt;ie, 1 erreur commise est

infeYieure, en valeur absolue
,
au double du k -f- l^me terme dans lequel

on aurait remplace par 1 unitd le cosinus qui figure au numeYateur.

Nous nous proposons d en deVelopper prochainement la de&quot;monstra-

tion dans les Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse.



LXXIII.

(Ann. Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, G. 1-17.)

Sur les polynomes de Legendre.

L expression remarquable ,
obtenue d abord par Laplace pour repre*-

senter asymptotiquement les polyn6mes de Legendre, a &t& depuis
1 objet de plusieurs recherches

,
et M. Darboux notamment a donne

une formule qui permet d obtenir une expression approche*e ,
1 erreur

commise tant de 1 ordre d une puissance aussi grande qu on le voudra

de (Journal de Mathe&quot;matiques pures et appliquees, 3e
s6rie, t. IV;

1878).

Nous de*veloppons ,
dans le travail actuel

,
un r^sultat plus complet.

En effet
,
nous trouvons qu on peut exprimer le polyn6me de Legendre

par une se*rie qui est convergente tant que la variable reste dans un

certain intervalle. C est seulement en dehors de cet intervalle que la

se*rie prend le caractere d une simple expression asymptotique ; mais,

meme dans ce cas, nous obtenons une expression tres simple de 1 er-

reur commise en s arretant a un nombre fini de termes
*).

1. En definissant P n
(x) comme coefficient de z~ n ~ l dans le d6ve-

loppement de

suivant les puissances descendantes de 0, on obtient immediatement
1 expression par mte&quot;grale definie

1 c ? n rf ?
(I) Pnt~)

J
) Le resultat principal de ce travail a ete enonce dans une Note inseree aux Comptes

rendus des seances de 1 Academic des Sciences en mai 1890 (LXXII).
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I int^grale e&quot;tant prise en sens direct sur un contour ferme&quot; C envelop-

pant les points

qui sont les points critiques du radical. Ce radical doit etre pris avec

un signe tel que , lorsque |

z
\

est tres grand ,
on ait

,
a peu pres ,

1 : 2 gal a -j- 1.

Le contour ferme&quot; C peut etre remplace&quot; par le chemin abcdefa, les

points a et d 6tant tres voisins de 1 origine. Pour pr^ciser, nous sup-

posons que |

Fig. 1.

et I&quot;

1 ne sont pas re&quot;els
,
c est-a-dire que x2

1 n est pas rel et positif.

On de&quot;signera
alors par celui des points critiques qui est situe&quot; au-

dessus de 1 axe re&quot;el
,
en sorte que la partie r6elle de

i

i

est positive.

On voit alors facilement que la valeur du radical en a doit etre -|- 1
.

et qu en d elle est 1. On aura, par consequent,

(2)
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d e&quot;tant la valeur de 1 integrate

f z

J Vz*

z n dz

prise sur un lacet partant de 1 origine et enveloppant le point ,
cB la

valeur de cette meme intdgrale sur un lacet partant de 1 origine et en

veloppant le point
~ 1

. Le sens dans lequel ces lacets sont parcourus

est arbitraire; mais la valeur initiale du radical doit etre toujours -f- 1,

et Ton a eVidemment

(3)(o) .

o
r-2**+

les chemins d integration tant rectilignes.

2. Pour
pre&quot;parer

le deVeloppement en se&amp;gt;ie que nous avons en vue,

nous allons transformer ces integrates d et cB. Posons, dans la premiere,

en sorte que u prendra les valeurs r^elles de a 1
,

En remarquant que

(2
2 2XZ 4- 1) = (1

- f) (1 |- ^)

il viendra

(4)

Vu(lku)

On pourra prendre ici KM positif , pour V\ kula valeur qui se re&quot;-

duit a -f- 1 pour w= 0; mais alors il faudra adopter, pour V\ k, la

valeur finale de Kl ku pour u = 1.

En proc6dant de la meme facxm pour la seconde
inte&quot;grale ,

on aura

1 expression suivante :

(5) -ur_au__ A_ n _ 1]/T f r d-urau
t / ~t 1 / 1 y
KW(1 KU) J V U (1 k,U)*

!~ 2 -l
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Supposons maintenant x= cos 0, 9 tant un angle compris entre

et TI, on aura

!= e&amp;lt;0, |- 1 =
e-6&amp;gt;,

I _ cos &
-j-

? sin~
I f- 1

~ ~

2 &quot;t sirTe

OH

e tct

k=
-^.

i

2 sm 6&amp;gt;

71

et posant a = 6&amp;gt;

-&amp;lt;r-

II est clair par cette valeur de k que la partie reelle de Kl k doit

etre positive, car la partie r6elle de Kl ku ne peut s evanouir pour
aucune valeur de u comprise entre et 1. II faudra done adopter la

valeur suivante de ce radical

17 V/ 1. i
1 X&quot;: 1 / A/ 1 r K 1 & J
J/ J ^ I / . .

car la partie reelle de cette expression est

On a done

tS

K2sTn

et de m^me

,,/. r- te-(n0+Ja)

sin

A; et ^ 6tant des quantit6s imaginaires conjuguees, ainsi que | et ^
-1

.

La formula (5) prend done cette forme

(6) P(cos flj= .

ou, plus simplement,

(6 ) PMcos 0)= _J = X partie reelle de
sin 9 tt(l AM)
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6 a 1

3. Le module de k= ~~ ^tant ce
2 s

sera

a 1 unite tant que Ton a

*&amp;lt;&amp;lt;ir &quot;I,
-

Dans cette hypothese ,
on pourra d velopper en se&amp;gt;ie convergente le

radical

et 1 on obtient ainsi

cos (rc (9 -f~ g a ) j_
I2 cos (n -}- f a

) I

^ oi^ A.) 9 ( J v&amp;gt; I S^ l//7r^T^r^cT\s
(7)

,___ lg .32

cosjw -j-_f_a) ,

r*

, ___I
2

. 38
. 52_ _i

*&quot;

2 .4&quot; . 6 (2 n -f 3) (2 n+ 5) (2 n+ 7)

C - - 1 2.4.6..
7i 3.5.7...(2w-fl)

d^veloppement convergent meme pour = -3- ou 0= -^
I

-

Mais on peut proc^der autrement et obrenir le meme deVeloppement,
mais limit^ a un nombre fini de termes avec un terme comp!6mentaire,
et cela pour une valeur quelconque de & comprise entre et n.

II suffit, pour cela, de remplacer, dans la formule (6 ),

=L par IT d
-

v

J/l ku *J 1 kusin2 v
o

et de faire usage ensuite, dans l
inte&quot;grale double obtenue, de 1 identit^

On retrouve ainsi le deVeloppement (7), mais limite&quot; a sesp premiers
termes et avec le terme comple&quot;mentaire

(8) R,=--xpartie r^elle de .--a nP
J J l-kusitfv
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Le module de k 6tant ^. 7^, on en conclut
2 sin 9

2 1 r l
/*(! u)

n u p -lsin 2Pv ,

R
&amp;lt;

-

. ,
---- X /

--- dudv :,/ 8

et, en d6signant par M le maximum du module de

___ _
1 ku sin2 v

on aura
,
a plus forte raison

,

2 M
v dudv,

00

W R

Ainsi, en prenant la somme des p premiers termes du de*veloppe-

ment (7), 1 erreur commise est inferieure en valeur absolue, a M fois

le terme suivant dans lequel on aurait remplac^ d abord par 1 unite le

cosinus qui y figure au num6rateur.

Quant a la valeur de M, puisque k= ^(l z cot 0), on a

! 1 k u sin2 v = I/cos
2 9 4-

A ^-^ (2 sin2 9 u sin2 v)
2

;

} 4 sm2 v

d ou Ton conclut

1 . lorsque sin2 9 ^ ^ ,

M = 2 sin 6) lorsque sin2 9 ^ .

Ainsi ce facteur numerique M ne varie qu entre 1 et 2.

(10) . . . .

4. Le re&quot;sultat que nous venons d obtenir conduit a plusieurs con-

se&quot;quences qu il est bon de noter. En premier lieu, le raisonnement

donne, dans le cas le plus simple p = 0,

|

P (cos 0) &amp;lt;:

K2 sin 9

II 16
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Or on sait que

2
Cn==y^ } &amp;gt;

e tendant vers zeYo avec
n

Nous pouvons done conclure que , lorsque (9 a une valeur fixe com

prise entre et n, on a toujours, pour n= oo,

lim P n
(cos 0) = 0.

Et il est clair que cette relation subsiste encore
,
meme lorsque & ten-

drait vers zero avec
,
si seulement n & crolt au dela de toute limite.

rv

C est la un re&quot;sultat important obtenu d abord d une fagon toute diffe-

rente par M. Bruns dans le Tome 90 du Journal de Borchardt.

On sait, d autre part, que

En remplagant par dans la formule (7) et posant n = oo
,
on ob-

tient done

In n
cos 0-

I ^L v &quot;*

I

* &quot; v &quot;* I
\

c IXT=S T Q i 1/7^5 r-
1/0 8 1/03 8 . 16

c est le re&quot;sultat du a Poisson (Journal de 1 Ecole Polytechnique, XIX 6

Cahier) ;
mais nous pouvons ajouter maintenant qu en prenant la

somme des p premiers termes, 1 erreur commise est inferieure en va-

leur absolue au terme suivant dans lequel on aurait remplace par
Tunite le cosinus qui y figure au numeVateur. En effet

,
il est clair que

le facteur
nume&quot;rique M est ici egal a 1 unit^.

5. En second lieu
, nous pouvons maintenant s6parer les racines de

liquation P n
(cos 0) = 0. En effet, prenons p= l et remplac,ons, pour

simplifier ,
M par sa limite supdrieure ,

on aura

!&amp;lt;*&amp;lt; + 1.
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Posons

n _*_^_
~2n + l

(k 1
,
2

,
. . .

,
2 w)

2^_ i
la valeur correspondante de n Q -\- ^ a est -

: done

D autre part, la plus petite valeur de 2(2n-{-3) sin 6) pour les va-

leurs de que nous considerons est

Or 1 expression 2(2n-\-l] sin
_r_ y

croit avec w, et, pour la plus

petite valeur de w, w = 1
,
elle est = 3 J/3

&amp;gt;

On voit done que

P M COS

a le signe de ( 1)
;
d ou Ton conclut qu en designant par

X
l &amp;gt; X* &amp;gt;

X3 &amp;gt;
. . .

&amp;gt;
Xn

les racines de P n
(x) = 0, on a

C est une limitation obtenue par M. Bruns dans le Memoire deja

cite&quot;;
on pourrait trouver facilement des intervalles plus ^troits pour

ces racines, mais nous n insisterons pas.

Si Ton s en tenait au premier terme du de*veloppement de P n
(cos Q) ,

(4 k 1) n I/, /^ i

on aurait cos ;
,

comme valeur approchee de #*. On obtient une
4r W -j- L

approximation bien plus grande par 1 expression

1 1 (4 ft 1) n_ ___ prn -&quot;
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obtenue en tenant compte aussi du terme suivant :

n = 9. Val. approchee. Correction.

x
l

. . . . 0,968 058 -f 0,000 102

z2 0,836 007 4- 0,000 024

x3 .... 0,613362 4-0,000009
#4 0,324 250 4- 0,000 003

6. En ayant e&quot;gard
a la formule (5) ,

on reconnalt facilement que la

formule (7) peut s 6crire ainsi

Cw
pn (cos 0) = partie re&quot;elle de k 9 (i, i, n + f ,

le symbole ?
de&quot;signant

la se&amp;gt;ie hypergeometrique.

Or on a

done

l,+i,f 2
).

n
P n

(cos 0) = partie rdelle de ~ g
n+ l &

(-J-,
5

c est-a-dire

(13) . P n
(cos 0) = Cn fsin (n + l)G -\- ^7^ r^ sin (w 4~ 3 ) +

-1 (2j W -
j~ o)

1.3(W + l)(w + 2)

C est la le de*veloppement de P n
(cos 0) en se&amp;gt;ie de sinus par la formule

de Fourier
,
obtenu par M. Heine

(Traite&quot;
des fonctions sph6riques ,

t. I
, p. 19, 89). La s6rie cesse e&quot;videmment de repre&quot;senter la fonction

pour = et =
7r, mais elle la

repre&quot;sente pour toutes les valeurs

de entre ces limites.

Cette deduction de la formule (13) ne saurait etre consideree comme

entierement satisfaisante sans de nouveaux e*claircissements
,
d abord

parce que la se&quot;rie (7) n est pas convergente dans tout 1 intervalle (0, n)

et ensuite parce qu on a consid6r6 la se&amp;gt;ie hyperg^om^trique sur le

contour meme du cercle de convergence. Mais nous n insistons pas ,

ayant voulu simplement indiquer ce rapprochement entre les deux

formules.
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7. Le polyn6me P n
(x) satisfait a 1 equation differential le line&quot;aire

(14) .... (l- x*)^-2 X^ + n(n+l)y = 0,

dont une seconde solution est donne*e par 1 expression

En effectuant la decomposition en fractions simples, on a

1 1 1
| A! ,

. A n
I lr~ x. &amp;gt;2

I
&quot;

I /xv.

(1 XZ)P n
(X)*~ 2(2+1) 2(051)

T
(X X

p
car les fractions simples de la forme - - doivent disparaltre, l 6qua-X Xk

tion diffe*rentielle n admettant que les points singuliers Hh 1.

II vient, par consequent,

(15)
\x

Rn
(#) 6tant un polyn6me du

degre&quot;
n 1.

II est clair qu on peut deVelopper Qn
(a;) en s^rie suivant les puissan

ces descendantes de x, mais une telle se*rie satisfaisant a liquation

diff^rentielle (14) doit commencer par un terme en x n ou en x~ n ~ l
. On

voit par la que Rn
(x) est la partie entiere de

P.
&amp;lt;*) bg - = P.

(,&amp;gt; .+ + + . . ,

et que, dans ce produit, les termes en x~ l
,
a;~ 2

,
. . .

,
x~ n

manquent.

La fonction Q M
(#) n est pas re&quot;elle dans 1 intervalle ( 1, -|- 1), et,

comme nous voulons envisager particulierement les
inte&quot;grales de

liquation diff^rentielle dans cet intervalle
,
nous sommes amen6 a

consid^rer, au lieu de
Q&quot;(#)&amp;gt;

cette autre solution de (14)

(16)

8. L expression explicite du polyndme R n
(x) est assez compliqu6e

et difficile a obtenir. Dans le Tome 55 du Journal de Borchardt
,

M. Christoffel a obtenu cette formule
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et M. Hermite a donn6, il y a plusieurs armies, dans son Cours a la

Sorbonne
,
cette expression

qui peut se de&quot;duire aussi du Me&quot;moire de M. Christoffel.

Mais c est une autre formule qui va nous permettre d obtenir la

/ \

limite de S n (cos 1 pour n = oo . Rappelons, pour cela, la formule

connue

M-I .*(+1) /o;-l\ , n(n- 1) (n + l)(n + 2) ^-1\
2

_,~
H 2 2

~~~ &quot;

2

que nous 6crirons ainsi

(17) . .?(*) = 00 + a/*

alors on a

(18) . R(a;) = /

2
&quot;

8
&quot;

n

1 1 1

/?Pn-l=
7i

On obtient cette formule a 1 aide de liquation diffeVentielle a laquelle
satisfait En

(x)
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Les formules (16), (17), (18) donnent maintenant

S
(cos ^}

= -
P&quot;(cos

-

&quot;

) log(ji tang ) (l+-+ ... + -
log n)

a +
\ lli I \ III I \ u IdI \ &amp;lt;-i rl&amp;gt; I

1

d ou Ton conclut
, pour n = x

,

/ (9\ / 2 \ f-)
2

(19) lim S
(cos

= J (0) log ^ - C + (C
-

1) ^
-

2 / 22
. 42 r

\ 2 3 / 22 . 42 . 62

C= 0,577. . . . e&quot;tant la constante eule&quot;rienne.

Nous d6signerons cette fonction par K(@), c est la une solution de

liquation diffeVentielle de Fourier et de Bessel

ft
V \_dy i a

dont
rinte&quot;grale g6n6rale est y = C

:
J (9} -\- C2 K (6&amp;gt;).

9. Nous aliens verifier maintenant a 1 aide de la formule (1) que
P n

(x) satisfait bien a liquation diff^rentielle (14). Soit

V=/\ *-!^==7=

le chemin d
inte&quot;gration

6tant quelconque.

Par un calcul facile on obtient

_^)_ d
dx2 dx J dz

_ * i

On obtient done une solution de (14) en prenant I int6grale V sur

un contour ferm6 enveloppant les points et
- J

,
de maniere que le

radical revienne a sa valeur initiale. C est la solution P n
(x) qu on ob-
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tient ici; mais il est clair maintenant qu on a encore une solution en

prenant I integrale sur un lacet partant de 1 origine et enveloppant Tun
ou 1 autre des points critiques. Par consequent, les integrates d et cB

conside&amp;gt;ees dans le n 1 satisfont s6par6ment a liquation diffe&quot;rentielle,

et Ton pourra les exprimer Immurement & 1 aide de P n
(x) et de S n

(#).

C est ce que nous nous proposons de faire maintenant.

10. Conside&amp;gt;ons d abord 1 integrale V prise en sens direct sur un

cercle decrit autour de 1 origine comme centre avec un rayon tres

grand ,
et posons

(20) ....... Vz* 2xz+l = z + u

ou

l 1

~2(u ~x}

Pour s=
,
on a w= f, et pour s= |-i, M = f-i, il est facile alors

a voir qu on peut dcrire la relation entre z et u ainsi

II vient

f z

V*- (u
- ^

Quant au chemin d int^gration de 1 integrale transform^e, puisque \z
~

est tres grand ,
on a

,
d apres (20) , a fort peu pres ,

u = 2s x,

en sorte que u de&quot;crit autour du point x comme centre
,
et dans le

sens direct
,
un cercle de rayon double de celui dcrit par z.

Puisque la fonction integree n a qu un p6le u= x, on peut en con-

clure immediatement la formule de Rodrigues

(21) pn (x] -
1 ^(^2 -l) n

-^ ~~
Par un changement continu

,
on peut transformer le cercle d6crit par

la variable z dans le contour abcdefa consideVe&quot; dans le n 1. Quel
sera le contour correspondant de la variable w? II est clair qu on
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pourra supposer qu en se transformant le contour dcrit par z ne pre*-

sente jamais un point double. II en sera de meme alors pour le contour

dcrit par u. En effet, z est une fonction uniforme de w, et un contour

ferine&quot; de&quot;crit par u correspond toujours a un contour ferm6 decrit par z.

Ainsi
,
si le chemin de u avait un point double

,
il en serait de meme

du chemin de&quot;crit par z contre notre hypothese. Ensuite
,
en a, z est

tres petit ou nul
,
et le radical egal a -f- 1

,
done u= -J- 1

;
de meme on

verra qu en d u est
e&quot;gal

a 1. Puisque z reste fini et ne passe point

par les points et
~ 1

,
il s ensuit que u reste toujours k une distance

finie de x et des points et |
-1

.

On conclut de tout ce qui precede que le chemin de ii, correspon-

dant au contour abcdefa, est un contour ferm6 qui part de -\- 1, passe

par 1 et revient a -{- 1 apres avoir enveloppe* en sens direct les

points x, et -*.

Mais il est clair que la seule chose essentielle a savoir, c est que ce

chemin enveloppe en sens direct le point x qui est le seul p6le ,
les

points et -1 ne jouant aucun r6le dans 1 int^grale relative a u.

II est clair maintenant aussi que I int^grale & se prsente sous cette

forme nouvelle.

/. / 9y2 1 \n

(22) 3=/Wf- -TO d
J 2n (u x)

n + 1

de w= -j-l & u= 1, mais tous les chemins de -}- 1 a 1 ne con-

duisent pas a la meme valeur de 1 integrale ,
et tout ce que nous avons

dit jusqu a present ne suffit pas pour determiner avec precision le

chemin d int^gration qu il faut adopter dans cette formule (22). En effet,

nous n avons point fait intervenir encore la circonstance que le point
est au-dessus de 1 axe rel, ce qui permet de distinguer les integrates

det $.

ConsideVons la droite D dont tous les points sont e*galement eloignes

de et de I- 1

,
droite qui passe e&quot;videmment par le point x= -^-

a

II est clair par la relation (20 ) que les points correspondants z et u

sont toujours du meme cote&quot; de D. Les trois points 0, 1 sont done

du meme c6te&quot; de D. Deux cas sont a distinguer maintenant:

1 Le point se trouve du meme c6te* de D que les points 1.
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Dans ce cas, on peut eVidemment supposer que le contour abed ne

coupe pas la droite D. II en sera done de meme du chemin correspon-
dant de u allant de -}- 1 a 1. Mais ce chemin peut etre trace&quot; main-

tenant arbitrairement
,
a la seule condition de ne pas traverser D; car,

x tant sur D, on obtiendra toujours la meme valeur de Pint6grale (22).

2 Le point se trouve par rapport a D du c6te&quot; oppose des points

1. Dans ce cas, le point I&quot;

1 se trouve du meme c6te&quot; que les points

1, et Ton conclut, maintenant comme tout a 1 heure. que le chemin

defa de z correspond a un chemin quelconque de u allant de 1 a

-f- 1 et ne coupant pas la droite D. Cela 6tant, on peut tracer aussi

sans
ambiguite&quot; le chemin de u qu on doit adopter dans I integrale d,

car on sait que le contour entier abcdefa de z doit correspondre a un

contour ferme&quot; passant par les points 1 et qui enveloppe en sens

direct le point x.

11. Supposons maintenant

x= cos 9
, &amp;lt;

(9
&amp;lt;

7i

La droite D se confond avec Taxe reel; le contour abed peut done

etre trace&quot; tout entier dans la moide&quot; supeVieure du plan il en sera done

de meme du chemin dans 1 lntegTale transformee

i

Pour achever le calcul de cette
inte&quot;grale,

nous suivons la me&quot;thode

donne&quot;e par M. Hermite dans son Cours de la Sorbonne (3
e Edition

,

p. 173). En integrant par parties n fois, il vient
,
en faisant attention a

la formule (21),

U X
+1

Oil

,r~
l du i- 1 P n

(x) P n
(u) .= P n

(x)
^ du.

J u x J u x
+1 +1
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Or, x etant r6el et compris entre les limites 1, et le chemin d in-

tdgration tant trace&quot; dans la moitie sup6rieure du plan ,
on a

/

1 du

J u x \i
+1

= P (x) [log (|
L \ I

d, en effet, doit etre de la forme a P n
(x)

-- p S
n
(x) ;

on a done

cessairement

(23) 2RnW

(24) ....... = 2S n
(x) + 7iiP n

(x)

et de meme
& = 2S n

(x) -niP(x).
II est ais6 de verifier la formule (23); car on constate facilement que,

P n
(x) e&quot;tant un polyndme quelconque en x, I integrale du second mem-

bre est toujours la partie entiere de

12. Nous pouvons obtenir maintenant un deVeloppement en seVie

de S n
(cos 9) entierernent analogue au deVeloppement de P M

(cos 0).

En effet, les formules (4) et (24) donnent

S n
(cos )

= partie re&quot;elle de | &quot;+ 1 V\ k /

J Vu(\
t

o

c est a-dire

S n
(cos &)= partie r^elle de / .

\^2 sin J
o

d ou Ton conclut

(25)
- s (cos s) = - cn [ggjy^

+ jg) , _1L. _ ^^^-r?^
,

n l/o c,^ o ~fi(a4-8^ l/7o~o&quot;j^oS

_L 1
2 .32

_ sin (n B -f fa)
h
2.4(2w + 3)(2w-f 5)

, _ I
2

. 32
. 52

_ sin(-h --

_
4 2 . 4 . 6 . . . (2 n)=
n 876777. .(2n+ 1)
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Quant a la convergence de ce deVeloppement ,
et 1 erreur commise

en prenant seulement les p premiers termes, on arrive evidemment

a des conclusions parfaitement analogues a celles obtenues prce&quot;dem-

ment.

En remplagant par
-- et passant a la limite pour w= oo, ontrouve
rv

l .).\ V ll\ - I/
&quot; T/

l_ _ L 4-^o; JM^J -
I/ir T7^

l&quot;-fi i7TTQ l&quot; Ifi 1/ZST
&quot;V&

On reconnalt encore facilement que

SIM
I W9wmM cos rl -

\ 2rc -|- 1

(A=l, 2, ..., 2n)

a le signe de
( 1)

2
;
d ou Ton conclut que l 6quation

S w
(x)=

admet n + 1 racines comprises dans les intervalles

[
/ 2 k n \ (2 k -f 1) wl

1

COS U n + il
C S

2 w + 1 1

(ft
= 0, 1, 2, ..., n)

Entre deux racines cons^cutives de S w
(x)
= se trouve une racine

de P n
(z) = 0, ce qui est bien conforme a un theoreme connu du a

Sturm.

Enfin
,
de meme que nous avons pu passer de la formule (7) au de&quot;-

veloppement de Heine (13), on pourra deduire de la formule (25) cet

autre developpement obtenu aussi par Heine (Fonctions spher.
,

t. I,

p. 130)

(2) .

-|
S M

(cos 0)= cJcos (n -f 1) -f YTJA^L cos (w + 3 ) +

(0 &amp;lt; &amp;lt; n).



LXXIV.

(Ann Fac. Sci.
, Toulouse, 4, 1890, J. i 10.)

Sur les racines de la fonction spherique de seconde espece.

Nous nous proposons de de*velopper ici quelques Remarques , qui

nous ont 6t6 suggerees par l 6tude du Me*moire de M. Hermite sur le

sujet indique&quot;
ci-dessus (Annales de la Faculte&quot; des Sciences de Tou

louse, t. IV).

Soient done, en adoptant les notations de M. Hermite, XM= F(ic) le

polynome de Legendre du degre* n, R(x) la partie entiere du produit

ensuite

(1)

la fonction spheVique de seconde espece.

M. Hermite a 6tudie&quot; liquation Q n
(x)= 0, et pour cela il pose

x

II obtient ensuite la distribution des racines de liquation f(z) =
sur le plan des z. Nous nous sommes demand^ simplement ce que de-

viennent ces r6sultats si Ton revient a la variable originale x, afin de

connaitre ainsi la distribution des racines de 1 gquation Q n
(x)= sur

le plan des x.
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1. La fonction analytique Q n
(x) est non uniforme et elle admet une

infinitd de determinations. Ces determinations proviennent de ce que ,

dans 1 expression (1), le logarithme a une infinitude valeurs diffe&amp;gt;ant

1 une de 1 autre par des multiples quelconques de Zni] les determina

tions de Q n
(#) different done par des multiples de nil? (x). Pour une

valeur quelconque de x, il y a en general une determination du loga

rithme et une seule, telle que la partie purement imaginaire se trouve

comprise entre ni. II n y a exception que dans le cas ou cette partie

imaginaire serait exactement = + ni, ce qui n a lieu que lorsque x est

reel et compris dans 1 intervalle ( 1, -j- 1).

Si Ton pose

b a une signification geometrique tres simple. Soient, sur le plan des

x, P, A, B les points qui representent les quantites x, -|- 1, 1 respec-

tivement; alors b est egal a Tangle APB, cet angle etant pris avec le

signe -|- lorsque P est au dessous de 1 axe des abscisses, avec le signe

lorsque P est au-dessus de cet axe. Pour avoir les autres determinations

de Q n
(#), il faudrait ajouter a Tangle ainsi determine, et qui est com

pris entre ^, des multiples quelconques de 2 n.

Mais appliquons une coupure le long de Taxe des abscisses de la

-f- 1
,
et supposons que x ne soit pas sur la coupure. En adoptant alors

pour le logarithme la valeur dont la partie purement imaginaire tombe

entre TU
,
on a une branche parfaitement determinee de la fonction

analytique que nous considerons, et c est cette branche particuliere que
nous designerons par Q M

(x). C est cette fonction Q n
(#) qui, lorsque

mod x
&amp;gt;

1
,
donne un developpement convergent de la forme

car on sait que, dans le produit

les termes avec a;- 1
,
x~ 2

, ..., x~ n
manquent.
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X
II est clair

,
d apres ce qui precede , que Ton a

x 6tant sur la coupure et e positif infiniment petit. Car pour x-\-ei la

partie imaginaire du logarithme est ni, pour x eielle est -\-ni.

Par consequent ,
si Ton traverse la coupure en allant de la moitie&quot;

inf&amp;lt;6rieure du plan dans la moitie supeVieure ,
la fonction analytique

Q M
(x) prendra une seYie continue de valeurs

,
mais on passe ainsi de la

branche Q w
(z) a la branche Q n

(x) + nil?
(z&amp;gt;.

Tant qu on ne franchit

pas de nouveau la coupure ,
on a la encore une fonction continue et

uniforme
,
et qui r6pond a une determination du logarithme dans la-

quelle la partie purement imaginaire est comprise entre -f- n i et -f- 3 n i.

Si Ton revient a la variable

introduite par M. Hermite
,
on voit que , dans le plan des z, la bande

comprise entre les deux droites y= n correspond a la branche Q n
(x)

telle que nous venons de la de&quot;finir. La bande comprise entre y= -\-ni

et y = + 3 n i correspond a la branche Q n
(x) + ^ F (x), ----

Lorsque x est re&quot;el
,
mais non sur la coupure ,

la partie imaginaire

du logarithme est ze&amp;gt;o ou plus g6ne&amp;gt;alement
= 2 k ni. Pour la branche

Q n
(x) elle est nulle

,
ce qui r6pond aussi sur le plan des z a 1 axe des

abscisses. Des lors on voit facilement que, pour la fonction Q
w
(#), la

moiti supe&quot;rieure
du plan des x correspond sur le plan des z a la bande

comprise entre les deux droites

y = et y= n.

Au contraire, la bande entre y = Q et y=.-\-n (sur le plan des z)

correspond a la moitie&quot; infdrieure du plan des x.

De meme, pour la fonction Q H
(x) -\- n i F (x) t

la moide* sup6rieure du

plan correspond a la bande comprise entre les droites

y= n et y= 2n

sur le plan des z, et la moit6 infSrieure du plan des 2 a la bande com

prise entre

y= 2n et y = 3n, ....
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Si Ton imagine dans le plan des x un cercle tel que le rapport des

distances d un de ses points aux points A et B soit constant, et qu on

parcoure ce cercle constamment dans le meme sens, la partie re&quot;elle de

restera constante ,
mais sa partie purement imaginaire variera toujours

dans le meme sens entre on et -j- *

2. On peut passer maintenant directement des r6sultats obtenus par

M. Hermite, et qui se rapportent au plan des z, aux propositions equi-

valentes se rapportant au plan des x.

ConsideVons d abord, sur le plan des z, la bande comprise entre les

droites y= n et qui correspond a la branche Q rt

(#). La fonction

admet exactement 2 w + 1 zeros dans cette bande
,
mais il faut remar-

quer que toutes ces racines sont nulles. En effet, d apres la formule (2),

4-l&amp;gt;

a d6ja un z6ro d ordre de multiplicity w -}- 1, 2= 0; done f(z} = Q a la

meme racine avec 1 ordre de multiplicite 2 n + 1. Abstraction faite de

cette racine multiple 3= 0, liquation f(z) = Q n admet done aucune

autre racine dans la bande que nous consid6rons
;
et

, puisque z =
correspond a x= o

,
il en re&quot;sulte que liquation

Q
n
(x) =

n admet aucune racine (finie).

La bande comprise entre les droites

y = n et 2/ 2jz

sur le plan des z ne renferme aucune racine de
/&quot;(),

et dans la bande

comprise entre

y= 2 n et y = 3n

se trouvent n racines. On en conclut : 1 equation
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n admet aucune racine dans la partie superieure du plan, mais elle en a

precisement n au dessous de 1 axe des abscisses.

Generalement 1 equation

ou k est entier (non nul) ,
a toujours exactement n racines qui se trou-

vent au -dessous de 1 axe des abscisses lorsque k est positif, au-dessus

lorsque k est negatif,

On remarquera que les zeros +2ni, 4?u, ... de la fonction

(e 1)

n introduisent point des zeros dans f(z), maiscontrebalancentseulement

+_
les p6les de Q

w
3

=
; car, tandis que z= est un zero de Q M

a
\C

~-~
-Ly \C

les valeurs z= + 2ni, +ni, ... sont des p6les pour cette fonction.

3. On peut retrouver ces resultats par la methode suivante. Consi-

derons la fonction Q n
(#) dans 1 espace annulaire compris entre les

Fig. i. Fig. 2.

courbes C et C
,
C etant un cercle de rayon tres grand ,

C enveloppant

etroitement la coupure (Fig. 1). Dans ce domaine Q n
(x) est partout

uniforme et regulier, c est-a-dire developpable par la serie de Taylor,
D apres un theoreme de Cauchy, le nombre des racines de Q n

(x)=
dans ce domaine peut done s obtenir en divisant par 2ji 1 accroissement

total de 1 argument de Qw
(#), lorsque x parcourt successivement les con

tours C et C dans le sens indiqu6 (Fig. 1). Or ,
sur le cercle C on a

II 17
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le module de e restant aussi petit qu on voudra. La variation totale de

1 argument de 1 -}- e est done nulle sur le contour C et 1 accroissement

de 1 argument de Q
M
(x) sur ce contour est

&amp;lt;2n X (M+l).

Pour avoir la variation de 1 argument sur C
,
nous reduirons ce con

tour a la double droite de l + & + 1 etde deux cercles infi-

niment petits entourant les points A et B et tels que le rapport des

distances aux points A et B est constant pour un point sur chacun de

ces cercles. Sur le cercle enveloppant le point A
,
la partie reelle de

3+1
l *x-l

est alors constante, positive tres grande, tandis que la partie imaginaire

est toujours comprise entre JTZ. Ensuite, on a sensiblement sur ce

cercle F (x) = 1 et R (x) egale a une quantite reelle.

On voit done que la partie reelle de Qw
(x) est constamment positive

tres grande ,
tandis que la partie purement imaginaire est tres petite

par rapport a la partie reelle. La variation de 1 argument de Q n
(x) est

done insensible
,
et il en est de meme pour le cercle enveloppant le

point B. Puisqu on sait d avance que la variation totale de 1 argument
sur C doit etre un multiple exact de 2n, nous pouvons done nous

borner a calculer la variation de 1 argument sur la droite double de

l + ^ H- 1
&amp;gt;

on doit prendre

et en allant de -f-1. a

Mais on voit facilement (parce que la fonction Q
M

(ic) est soit paire,

soit impaire) que la variation de 1 argument est la meme dans les deux

cas. II suffira done de calculer la variation de 1 argument de
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x diminuant de -|~
1 s & 1 -|- et de doubler le resultat. Or

,
on a

-
~n~ Jt IW

et Ton reconnait facilement que 1 equation X = admet n -f- 1 racines

Dans les intervalles de ces racines se trouvent les n racines de Y= 0,

II importe de remarquer que 1 equation X = ne saurait avoir

d autres racines reelles dans 1 intervalle ( 1, -|-1.)? car, d apres un

theoreme de Sturm, on en conclurait pour 1 equation Y = plus de n

racines, ce qui est absurde. Or on reconnait maintenant sans difficulte

les variations de signes de X et Y lorsque x decroit del e a 1 + ,

et qu on peut deduire du Tableau suivant

x. Signe de X. Signe de Y.

2/1 +
/ Q

2/2

x* +
2/3 -f

2/n + l (1)&quot;

1-fe ( 1)
M + 1

(1)&quot;

Pour x= -\-\ e, X est positif tres grand, Y positif fini
,

1 argument

positif tres petit. Pour x= y1
1 argument est -f- y; done 1 accroisse-

ment de 1 argument est, pour 1 intervalle (-f- 1 & yj,



260 SUR LES RACINES DE LA FONCTION SPHERIQUE DE SECONDS ESPECE.

II est clair ensuite qu on a pour les intervalles indiqus les accroisse-

ments de I argument suivants

(y\ & 2/2) + OT

(y2 & %). + w
i

(Un & */n+l), + **,

71

(yw+ i a 1-f-e), -f-g-

En faisant la somme et doublant ,
la variation totale de I argument

sur le contour C
,
est

+ 2 n X (n + 1) ,

et pour le contour C on avait un accroissement

2rcX(n-|-l);

done liquation Q n
(x)= n admet aucune racine.

4. La meme m6thode s applique a liquation

Q n
(^) + 7riF(a;)= 0.

Dans ce cas on a sur le cercle C

done la variation de I argument sur C est

+ 2 n X n.

Mais il faudra prendre maintenant, en allant de 1 -|-a +1. e,

X= l

2
F(x)\o

Y = -h g
&quot;F

et en allant de--l ^a l--

Y = + - F (x).
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La variation totale de 1 argument sur C devient nulle, les deux

parties se dtruisant
;
done 1 ^quation

Q n
(x) + ni F(x) =

admet n racines. D apres le th6oreme de M. Hermite, ces n racines

se trouvent au-dessous de 1 axe des abscisses
;
on peut retrouver ce

resultat en evaluant la variation de 1 argument sur le contour abcdefga

(Fig. 2). La variation est

Sur a b c
, -J- n X n

,

Sur cd, -Q-
&amp;gt;

a

Sur ef, +nX (w-fl),

Sur ga,

en sorte qu on trouve n racines a 1 interieur du contour. Les memes
considerations s appliquent eVidemment aux autres branches de la

fonction
,
et Ton pourrait meme determiner le nombre des racines de

Q n
(x) + kniF(x) =

pour une valeur non entiere ou meme imaginaire de k.

5. La fonction Q n
(#) peut s exprimer par I integrale de M. Neumann

1

et Ton peut conclure de la, tres simplement, que liquation Q n
(o;)
=

n a point de racine. Supposons, en effet (x n dtant pas naturellement

sur la coupure),

i

on aurait aussi

r i I^M^= O,
J x u

J x u
1

car

M&amp;lt;M= F ( )
= + F

I X U X U
- 1 - 1
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et dans le second membre la premiere integrate s annule en vertu des

proprietes de F(w), la seconde en vertu de (3). Or, je dis que la rela

tion (4) est impossible; soit, en efifet,

*Y* &quot; n I 7i ?&quot;

*A/ \A} r \j v
^

on devrait avoir

-+ 1
F(w)

2

(a uf -f &2
(a

~~ U ~

-i

La partie purement imaginaire ne peut etre nulle, a moins qu on

n ait 6= 0; mais x serait reel et
,
n etant pas sur la coupure ,

x u ne

changerait pas de signe ,
et la relation (4) est encore impossible.



LXXV.

(Nouv. ann. math., Paris, s6r. 3, 9, 1890, 479 480)

/
e-&quot;

1

du.

M Meray a montre recemment (Bulletin des Sciences mathematiques,

1889) qu on peut obtenir la valeur de cette integrate a 1 aide de la for-

mule de Wallis. La deduction suivante se fonde sur la meme idee, mais

on la trouvera peut-etre un peu plus simple.

Soit

ln=

une integration par parties donne

In =
g

In 2j

d ou Ton conclut
,

_1 .2.S...&
2

L expression

II O /Y* T I -^*2 T ^ . . .1 / i/ W 1
n +1 &quot;p

^ *v J-n
&quot;f

*&amp;lt;/ in 1 / t*

o

est evidemment positive pour toute valeur reelle de x, done

1
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ou, a cause de I n +i= = I n -

On a
, par consequent ,

2
^2*

c est-a-dire

2
^&amp;gt; T2

2k 4-1

en sorte qu on peut poser

(1 23 k}
2

ou
, en exprimant I 2 t par I

,

2 _ [2.4.6...(2*)]
2

io ~ri . 3 . 5. :. (** i)l
2 (2*TT) (1 +e)

En faisant croitre indefiniment 1 entier A;, il vient, d apres la formule

de Wallis,



LXXVI.

(Ann. Fac. Sci.
, Toulouse, 4, 1890, i 103.)

Sur la theorie des nombres.

CHAPITRE I.

SUR LA DIVISIBILITY DES NOMBRES.

1. L idee de nombre a son origine dans la consideration de plusieurs

objets distincts.

C est une notion qui s attache a cette consideration
,
ou Ton fait

abstraction de la nature des objets, et qui est
,
d apres notre conviction

intime, independante de 1 ordre dans lequel on envisage successivement

les objets donnes.

Ce dernier point est essentiel et constitue
,
a proprement dire

,
le

seul axiome de toute la science des nombres. Peut-etre meme est-il

possible de ramener cet axiome a quelque chose de plus simple encore.

Si 1 on se rappelle, en effet, que Ton peut passer d une permutation

a une autre par une serie de transpositions operees sur deux elements

voisins, il semble qu au fond il suffit d adopter 1 axiome dans le cas de

deux objets.

Mais
,
sans insister sur cette question ,

nous nous bornerons a obser

ver que les relations exprimees par les equations

a-}-b = b -\-a, a-{-b-{-c=

a(b -J- c)
= ab-\-ac, ...,

doivent etre considerees comme des theoremes qui decoulent de 1 axi-

ome fondamental qui donne naissance a 1 idee de nombre.
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2. En comparant un nombre a avec les multiples 0, 6, 26, ... d un

second nombre 6, deux cas peuvent se presenter. Ou bien a est egal

a un multiple de b, alors a est divisible par b
,
b un diviseur de a, ou

bien le nombre a tombe entre deux multiples consecutifs de b. Dans

ce dernier cas, il existe un nombre m tel que a= mb-\-c, c etant

positif ,
mais inferieur a b.

3. Etant donnes plusieurs nombres a, b, c, ...,/, on peut toujours

trouver des nombres qui sont en meme temps divisibles par a, par

b, . . .
, par /. Parmi ces nombres qu on appelle communs multiples de

a, b, c, . . .
, I, il y en a un necessairement qui est le plus petit et qui

s appelle le plus petit commun multiple des nombres a, 6, c, . . .
,

I.

Theoreme I. Le plus petit commun multiple m des nombres

a, 6, c, ..., I divise exactement tout autre commun multiple M de

ces nombres.

En effet, si M n etait pas un multiple de m, la division de M par

m donnerait lieu a une relation

M = km -j- *
,

ou m serait positif, mais inferieur a m. Or on reconnalt immediate-

ment que m serait encore un commun multiple de a, b, c, . . .
, I, ce

qui est absurde, puisqu on suppose qu il n existe pas un tel commun

multiple inferieur a m.

II est clair qu on peut enoncer ce theoreme encore de cette maniere:

Theoreme I
a

. Si un nombre M admet pour diviseurs les nombres

a, 6, c, ..., J, le plus petit commun multiple de a, 6, c, ..., I sera

encore un diviseur de M.

4. Le plus petit commun multiple des nombres

a&amp;gt;6&amp;gt;c&amp;gt;... &amp;gt;

est evidemment au moins egal a a, et il ne peut etre egal a a que dans

le cas ou 6, c, . . .
,

/ sont des diviseurs de a.

5. Un nombre qui divise a la fois a, 6, c, . . .
,

/ s appelle un com

mun diviseur de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs, il y en a
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necessairement un
, plus grand que les autres

,
et qui s appelle le plus

grand commun diviseur de a, b, c, . . .
,

I.

Theoreme II. Le plus grand commun diviseur d des nombres

a, b, c, . . . , I est un multiple de tout autre commun diviseur d de ces

nombres.

Soient, en effet, d, d
, 6&quot;,

... les communs diviseurs des nombres

donnes. Puisque a est divisible par 6, 6
, d&quot;,

. . .
,

il est encore divisible

par le plus petit commun multiple de d, d
, 6&quot;,

. . .
,
et il en est de

meme pour b, c, . . .
,
L Par consequent, le plus petit commun multiple

de d, 6
, d&quot;,

... est encore un commun diviseur de a, b, c, . . .

,
1. Ce

plus petit commun multiple est done necessairement egal a d, et

6
, d&quot;,

. . . sont les diviseurs de d. L ensemble des communs diviseurs

de a, b, c, . . .
,

I est identique avec 1 ensemble des diviseurs de d.

6. Pour chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de a, b, c, . . .
, I, on pent

diviser ces nombres en divers groupes ,
chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.)

des nombres contenus dans ces groupes ,
ensuite le p. g. c. d. (p. p. c. m.)

des nombres ainsi obtenus.

On pourra done ramener le probleme toujours au cas ou il n y a que

deux nombres a et 6, et, dans ce cas, 1 algorithme d Euclide conduit

de la facon la plus simple a la connaissance du p. g. c. d. Par une suite

de divisions, on obtient les relations

a =qb -f- r
&amp;gt;

b =q r -j- r ,

r =.q&quot;r -}-?&quot;&quot;,

r (k-\) _
q(k

+ l) r (k)
_|_

et r^-t- 1 * est le p. g. c. d. de a et b.

Soit d le p. g. c. d. de a, b
} c, ..., &amp;lt;?,

alors les nombres ma, mb, ..., ml

sont tous divisibles par md, leur p. g. c. d. est done necessairement

divisible par md, mais on reconnait immediatement que ce p. g. c. d.

est exactement md.
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Pour abreger ,
nous emploierons quelquefois les symboles

(a, b, c, ..., /),

a, b, c, . . .
,

I

pour designer respectivement le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a, b, ...,l.

On a done

(ma, mb, . . .
, mi) = m X (a ,

6
,

. . .

, /)

et de meme

\ma, mb, ..., ml =m X \a, b, ..., l\.

De la on pent conclure le lemme suivant qui est souvent utile.

Lemme. Solent d le p. g. c. d. (p. p. c. m ) des a nombres

a, a
, a&quot;,

. . .
,

e le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des ft nombres

b, b
1

, b&quot;, ...,

alors le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des aft produits

ab, ab
, ab&quot;, ..., a b, a b

,
. .., a&quot; b

,
a&quot;b

,
...

est de.

En effet, les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes

ab, ab
, ab&quot;,

. . .
,

a b, a b
,

a
b&quot;,

a&quot;b, a&quot;b
, a&quot;b&quot;,

sont respectivement ae, a e, a&quot; e, . . .
,
et le p. g. c. d. (p. p. c m.) de

ces derniers nombres est de.

7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujours a celle du

p. g. c. d., et reciproquement.

Le p. p. c. m. de a, 6, c est de la forme

abc be ca, , ab-r= ttX .

3
-=6xT=x-3

-

done d doit etre un commun diviseur de be, ca, ab. Pour avoir le

p. p. c. m.
,

il faut evidemment prendre pour d le p. g. c. d. de be, ca, ab.
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Theorerre III. Le p. p. c. m. (p. g. c. d.) de a, 6, c, . . .
,

I est egal

au produit abc . . .1 divise par le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des produits

be . . .1, ac . . .1, ..., abe . . .k.

8. Dans le cas de deux nombres a et b, le produit du p. g. c. d. et

du p. p. c. m. est ab. Cette relation n a plus lieu dans le cas ou Ton

a n nombres. Cependant ou peut retablir 1 analogie, et il faut, pour

cela, considerer, non settlement le p. g c. d. et le p. p. c. m.
,
mais une

suite de n nombres qui derivent d une facon parttculiere des nombres

donnes.

Nous allons entrer dans quelques details sur cette theorie, comprise
dans des recherches plus generales de M. Smith dont nous aurons a

parler plus loin.

Considerons n nombres

(A) . . . .-. a, b, c, . . .
,

/.

Prenons deux nombres, par exemple a et 6, de ce systeme et rempla
cons-les par leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m. On aura ainsi un second

systeme (Ax )

a
,

b
, c, . . .

,
/.

En repetant la meme operation sur (A^ pour en deduire un systeme

(A 2), puis un systeme (A 3), . . .
,
on finira toujours par obtenir un sy

steme dans lequel deux nombres quelconques sont eux-memes leur

p. g. c. d. et p. p. c. m., c est-a-dire Tun de ces nombres divise 1 autre.

Si Ton ordonne les nombres de ce systeme definitif par ordre de gran
deur croissante

e
\ } ^2 &amp;gt; ^3 &amp;gt; I

en )

8k divise etc+ i, et nous dirons que ces nombres forment le systeme

reduit, ejt est le & i6me nombre reduit. En effet, on verra que ce systeme
reduit est unique et independant de la maniere dont on a dirige les

operations.

9. Pour faciliter un peu le langage ,
nous dirons que deux nombres

forment un couple reduit lorsque 1 un. de ces nombres divise 1 autre.

II est clair que, si a et b sont un couple reduit, les groupes (A) et (A^
sont identiques; on peut done se dispenser de combiner les couples
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reduits. Si tons les couples de (A) etaient reduits
,
ce groupe serait

deja le systeme reduit.

Nous allons faire voir qu en combinant deux nombres qui ne forment

pas un couple reduit, on augmente toujours le nombre total des cou

ples reduits.

Considerons
, pour cela

,
les divers couples reduits de (A). On peut

distinguer les quatre categories suivantes :

1 Les couples reduits
/&quot;, g qui ne renferment ni a, ni b. II est bien

clair que ces couples reduits se retrouvent dans (A^.

2 Les couples reduits a, f qui renferment le nombre a et qui sont

tels que b, f nest pas un couple reduit. Dans ce cas . au moins un des

couples a
, f et b

} f sera reduit
,
et ils peuvent 1 etre tous les deux.

En effet, si f divise a, il est clair qu il divise aussi b
, et, si /est mul

tiple dea, il sera aussi multiple dea . [On suppose a = (a, b), b = \a, 6|.]

3 Les couples reduits 6, f qui renferment le nombre b et qui sont

tels que a, f n est pas un couple reduit. II est clair que.ce que nous

venons de dire pour le second cas s applique encore ici.

4 Les couples reduits a, f qui sont tels que b, /&quot;est
en meme temps

un couple reduit. Dans ce cas, on reconnalt facilement que les couples
a

, f et b
, f sont aussi reduits tous les deux. II suffit d examiner suc-

cessivement les trois hypotheses possibles: f divise a et b; f est mul

tiple de a et de 6; f divise 1 un des nombres a, b et est multiple de

1 autre.

Nous avons ainsi enumere deja dans le systeme (A x )
au moins autant

de couples reduits que dans (A). Mais le systeme (A^ renferme encore

le couple reduit a
,
b

, par consequent le nombre des couples reduits

du systeme (AJ surpasse au moins d une unite le nombre des couples
reduits de (A).

Par un nombre fini d operations ,
on arrivera done necessairement

a un groupe de w nombres dont tous les couples sont des couples re

duits
,
et qui est ainsi le systeme reduit. II reste a faire voir que ce

systeme reduit est unique.

10. On constate d abord qu en rempla^ant a et b par a et &
,
on

ne change ni le p. g. c. d.
,
ni le p. p. c. m. des nombres du systeme.
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Envisageons maintenant les divers produits k a k des nombres (A),

pour voir quelles modifications resultant, pour ces produits, par le

remplacement de a et b par a et & .

Les divers produits k a k se composent :

1 Des produits qui ne renferment ni a, ni 6;

2 Des produits qui renferment a et &;

3 Des produits qui renferment un seul des nombres a et b.

II est clair que ce sont les derniers produifs seulement qui sont

affectes par le remplacement de a et 6 par a et b . Ces produits sont,

d ailleurs
,
en nombre pair et peuvent etre cents ainsi

aP, aP
, aP&quot;, aP

&quot;, ...,

6P, 6P ;

, 6P&quot;, bP
&quot;, ...,

P, P , P&quot;,
. . . etant les divers produits k 1 a k 1 des nombres c, . . .

,
I.

En remplacant maintenant a et 6 par a et &
,
cela revient evidem-

ment a remplacer chaque couple

(aP,6P), (aP .&P ), (aP&quot;,&P&quot;),
.-

par son p. g. c. d. et son p. p. c. m. Cette operation, nous 1 avons deja

remarque, n influe ni sur le p. g. c. d
,
ni sur le p. p. c. m. des divers

produits k & k.

Par consequent, le p g. c. d. D& et le p p. c. m M& des divers pro
duits k a k des nombres (A) ne changent pas en passant aux nombres

(Ai). Dh et Mfc sont aussi le p g. c. d. et le p. p c. m. des produits k a k

du systeme reduit

e
\ &amp;gt; ^2 &amp;gt; i n,

c est-a-dire

De la on conclut les relations suivantes

- ^ Dk Dn

6
&amp;gt;n=M1 , &amp;lt;V,-1

=

&quot; n- 1 JJM _

* Mn

qui mettent en evidence ce fait que le systeme reduit est unique et
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donnent 1 expression des nombres reduits en fonction de a, 6, c, . . .
,

I.

Les relations

e
1
= D

1
= M:Mn _i, f = M

1
= D : Dw _i

reproduisent le theoreme III. Puisque ek divise e* + i, on voit que D2
.

divise Dfc + iD*_i, M| est multiple de Mfc + iMfc_i; on pourrait le de-

montrer directement en s appuyant sur le lemme du n 6. On voit

que Dk ne peut etre egal a Dk _ i , amoinsqu onn ait D
1
= D2

= ... Dfc=l.

11. Lemme. a et b etant le p g. c. d. et le p. p. c. m. de a et b,

le p g. c. d. et le p. p. c. m. de

(m, a) et (m, b)

sont respectivement

(w, a ) et (m, b
).

De meme, le p. g. c d. et le p. p. c. m. de

|

m
,
a et

|
m

,
b

\

sont respectivement

?w, a
|

et m, 6 |.

Pour demontrer la premiere partie, on remarque d abord que le

p. g. c. d. de (m, a) et (m, 6) est evidernment (m, a, &) = (m, a ).
Cela

etant, pour demontrer que (m, b ) est le p. p. c. m. de (m, a) et (m, 6),

il suffira de faire voir que

(m , a) X (m , b)
= (m ,

a ) X (wz ,
6

).

Mais cela est evident; car, d apres le lemme du n 6, on a

(m , a) X (m , b) = (w
2
, ma, m b

,
a b) = (m

2
,
m a

,
a b) ,

(m, a )X(-, 6 )
= (m

2
,
ma

,
rofr

,
a 6 )

= (W
2
,
ma

,
a b

).

Pour la seconde partie, on remarque d abord que le p p. c m. de

j

m
,
a et

|

m
,
b

\

est evidemment !m,a,6| = |wi,6 !; et ensuite il est

clair que
ma

On conclut de ce lemme que les nombres reduits de

(m, a), (m, b), (m, c), ..., (m, I)

sont

(m, gj), (w,6a), (w, &amp;lt;?), ..., (w, *).
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De meme
,
les nombres reduits de

m, a !, i m, 6 i,
! m, c m,

sont

12. Nous avons considere, dans le n 10, les divers produits k a k

des nombres a, 6, c, . . . , 1. Si, au lieu de cela, on avait considere

simplement les divers groupes k a k, non pour en former les produits,

mais pour en prendre le p. g. c. d. ou le p. p. c. m.
,
on serait arrive

aux resultats suivants :

e1 est le p. g. c. d. de
|

a
\ , i

6

e2 |

a
,
b ,

e3 l b, c

a, c ,1

, | a, 6, d!, ... ;

puis aussi

ew est le p. p. c. m. de (a), (b), . . .
, (/);

en -i n (a, b), (a, c), ..., (k, I) ,

en -z (a, b, c), (a, b,d), . ..
;

Cette recherche n offre aucune difficulte en s appuyant sur le lemme

du n 11.

13. On dit que deux nombres sont premiers entre eux (ou bien a

est premier avec b) lorsque leur p. g. c. d. est egal a Tunite
;
leur p. p.

c. m. est alors 6gal a leur produit.

Lemme. On a

(a, be) = (a, c) X (a, b).

En effet
,

il est clair que

(a, be) = (a, be, ac),
or

(be, ac) = c X (a, b).

Theoreme IV. Lorsque a et 6 sont premiers entre eux, tout com-

mun diviseur de a et be est aussi commun diviseur de a et c.

II suffit evidemment de montrer que

(a, be) = (a, c),

II 18
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mais cela est evident d apres le lemme precedent, puisque (a, b)= 1

par hypothese.

On dduit de ce theoreme les consequences suivantes : 1 Si c est

aussi premier avec a, be est premier avec a. II est facile de generaliser

ce resultat ainsi. Les nombres

a, a
, a&quot;,

. . .
,

b, b
1

, b&quot;, ...,

etant tels que chaque nombre a, a
, ... est premier avec tous les nom

bres 6,6 ,..., le produit a a a&quot; . . . est premier avec b b b&quot; . . .
,
am est

premier avec 6n . 2 Lorsque be est divisible par a (a et b etant premiers

entre eux) ,
c est divisible par a.

14. On dit que plusieurs nombres a, 6, c, . . .
, / sont premiers entre

eux lorsque deux quelconques d entre eux le sont. On peut remplacer

cette definition par la suivante qui lui est equivalente. Plusieurs nom

bres a, b, c, . . .
,

I sont premiers entre eux lorsque a est premier avec

be ... I, b avec cd .../,..., enfin k avec L

Le p. p. c. m. des nombres a, b, c, . . . , I, qui sont premiers entre eux,

est egal a leur produit, et cette propriete est caracteristique. En effet,

ayant
a, b, c, . . .

, I =abc . . . /,

il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun

&amp;gt;
1. Car

,
si d divise a et b

,

est un commun multiple de a, 6, c, . . .
,
L

Un nombre admettant les diviseurs a, 6, c, . . .
,

I premiers entre eux,

est divisible par leur produit abc . . . L

On peut dire encore : les nombres a, 6, c, . . .
,

I sont premiers entre

eux lorsque le (n I)
i6me nombre reduit e n -i = 1. En effet, en -i est le

p. p. c m. des nombres

(a, b), (a,c), (b,c), ..., (k, I).

On a alors aussi

e
\
= e 2

= en - 2= Cn - 1
= 1

j

en= abc. . . L
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Pour que plusieurs nombres a, b, c, . . .
,

/ soient premiers entre eux,

il ne suffit pas que leur p. g. c. d. soit egal a 1 unite, il faut que le

p. g. c. d. Dw _i des produits

be . . . I, etc . . . I, . . .
,

abc . . . k

soit egal a 1 unite. (Voir le theoreme III et la fin du n 10.)

Lemme. Le p. g. c. d. des nombres m, a, b etant 1 unite
,
on a

(m, ab) = (m, a) X (in, 6).

En effet
,
d apres le lemme du 11 6,

(m, a) X (m, 6)= (w
2

, ma, mb, ab),

or

(m
2
, ma, mb) = m X (m, a, b)

= m
d apres 1 hypothese.

Plus particulierement ,
on aura

(m , ab) = (m , a) X (m , b)

lorsque a et b sont premiers entre eux. Ce resultat pent se generaliser

immediatement ainsi.

Theoreme V. Les nombres a, 6, c, ..., I etant premiers entre

eux
,
on a

(m ,
abc . . . 1)

= (m , a) X (m , b) X (m , c) X . . X (m
, I).

Remarque - - Ce resultat est compris aussi comme cas particulier

dans les propositions obtenues dans le n 11. En effet, le n me nombre

reduit de

(w,a), (m,6), (m,c), ..., (m, 0,

c est-a-dire leur p. p c. m. est egal a

(m, en)
= (m, a, b, c, . . .

,
I j).

En supposant a, 6, c, . . ., I premiers entre eux
,
on retrouve le theoreme

ci-dessus. On peut en tirer la consequence que voici. Les nombres

a, 6, c, . . .

,
/ etant premiers entre eux, tin diviseur d de leur produit

peut etre toujours mis d une seule facon sous la forme

d = a b c ...I
,

ou a divise a, b divise b, . . . ,1 divise I. En effet, si cette decompo
sition en facteurs est possible, a doit diviser a et 6, et par conse

quent (a, d).
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Mais, d apres le theoreme V, on a

a = (a,a)x(6,a)x... x(J,&amp;lt;5);

d ofr il est clair que la decomposition est possible ,
et d une seule ma-

niere.

D autre part, on obtient toujours un diviseur de abc . . . I, en mul-

tipliant un diviseur quelconque a de a par un diviseur b
1 de 6, etc.

On peut done conclure:

Theoreme VI. Les nombres a
,
b

,
c

,
. . .

,
Z etant premiers entre

eux, on obtient tous les diviseurs de leur produit abc . . . I, et chaque

diviseur une seule fois
,
en multipliant chaque diviseur de a par chaque

diviseur de b, . . .
, par chaque diviseur de I.

Corollaire. En designant par f(m) le nombre des diviseurs de m

(ou la somme de ces diviseurs
,
ou la somme de leurs A;&quot;

63
puissances) ,

on a

f(abc . . . l)=f(a) X f(b) X f(c) X ... X f(l)

lorsque a
,
b

,
c

,
. . .

,
I sont premiers entre eux.

15. Tout nombre a (excepte 1 unite) a au moins les deux diviseurs a

et 1. Tout nombre qui n admet pas d autres diviseurs s appelle nombre

premier. Nous ne compterons pas 1 unite parmi les nombres premiers :

les plus petits nombres premiers sont

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ....

Tout nombre qui n est pas premier est dit compose. Un nombre com

pose a est toujours egal a un produit be dont les facteurs sont
&amp;gt;

1 tous

les deux.

Soientp un nombre premier, a un nombre quelconque; si p ne divise

pas a, a et p seront premiers entre eux.

Lorsqu un nombre premier p divise le produit a b c . . . I
, p doit diviser

au moins un des facteurs a, b, c, . . .
, I; car, dans le cas contraire, p

serait premier avec a, avec 6, . . .
,
avec I, par consequent premier avec

abc . . . I et ne pourrait diviser ce produit.

Theoreme VII. Tout nombre compose admet un diviseur premier.

En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant 1 unite,

d un nombre compose ,
est necessairement un nombre premier.
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Theoreme VIII. Tout nombre compose est egal a un produit de

facteurs premiers ou
,
comme on dit, il est decomposable en facteurs

premiers. Cette decomposition ne peut se faire que d une seulemaniere.

En effet, mettons le nombre compose a sous la forme d un produit

be. ..I

de facteurs
&amp;gt; 1, de toutes les manieres possibles. Le nombre de ces

facteurs sera toujous inferieur a w, en supposant 2 n
&amp;gt;

a. Parmi ces pro-

duits egau/ a a, il y en aura done un
,
au moins, dans lequel le nombre

des facteurs est le plus grand. Soit

ft ft ... J*

un tel produit, il est clair que tous les facteurs sont des nombres pre

miers; car, si par exemple pl
etait compose, on pourrait obtenir un

produit egal a a et renfermant k -\- 1 facteurs.

Remarque. II est clair qu on obtient toujours par un nombre fini

d essais les divers produits egaux a a que nous considerons. II suffit

d ecrire les nombres

2, 3, 4, ..., a,

de prendre leurs divers produits un a un
,
deux a deux

,
. . .

,
n 1 a

n 1 (avec repetitions) et de ne conserver que ceux de ces produits

qui sont egaux a a.

La premiere partie du theoreme se trouve ainsi demontree
; quant

a la seconde partie , supposons deux decompositions en facteurs pre

miers

II est clair que q^ doit diviser le produit p t p2 p3 . . .
,
et , par consequent,

un des nombres Pup2l pm done ql
est egal a un de ces nombres,

par consequent p^ = q^

On en conclut

d ou

p.,
=

q.2 ,
....

Le theoreme etant ainsi completement demontre ,
on voit qu on
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pent mettre 1111 nombre quelconque, et cela d une seule maniere, sous

la iorme

p
a
qPrr . ..,

p, g, r, . . . etant des nombres premiers distincts, a, /?, ^, ... des nom-

bres quelconques.

On peut deduire ce theoreme aussi du theoreme VII.

16. Pour que deux nombres soient divisibles 1 un par 1 autre
,

il

faut et il suffit qu en ayant decompose les deux nombres en facteurs

premiers le diviseur n ait pas d autres facteurs premiers que le divi-

dende
,
et que ces facteurs ne figurent pas dans le diviseur avec de

plus grands exposants que dans le dividende. Cela est evident d apres

ce qui precede.

A 1 aide de ce resultat
,
on pent reconnattre immediatement la verite

de tous les theoremes que nous avons obtenus sur le p. p. c m.
,

le

p. g. c. d.
,
en supposant tous les nombres decomposes en facteurs

premiers. Nous n insisterons pas sur ce sujet, cependant on doit re-

marquer que ce n est la, a proprement parler, qu une espece de veri

fication
;
cela devient sensible surtout lorsqu il s agit de propositions

plus compliquees, comme celles du n 11 sur les nombres reduits. Mais

nous devons expliquer encore comment on obtient immediatement les

nombres reduits de a, &, c, . . .
, J, lorsqu on a decompose ces nombres

en facteurs premiers.

Supposons done

Pour plus de symetrie ,
nous avons introduit partout les memes nom

bres premiers p^ , p2 ,
. . .

, p^, ce qui peut se faire en admettant pour les

exposants aussi la valeur 0.

Considerons les exposants de pi

a;, Pi, Yi, ..-, A&amp;lt;.
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Supposons qu en les ecrivant par ordre de grandeur croissante on ait

tti^bi^Ci 5= . . . ^ li.

Alors on aura

C est ce qu on verifie directement en remarquant , par exemple , que

e
l
e2 . . . e k = D k

est bien
,
avec ces valeurs de e1? &amp;lt;?2 ,

. . .
,
en ,

le p. g. c. d. des produits k

a k des nombres a, b, c, . . .
,

1. On verifie encore sans peine les expres
sions des 6k que nous avons obtenues dans le n 12.

Les diviseurs dep
a sont

1, P&amp;gt; P
2
, &amp;gt; P

a
,

leur nombre est a
-}- 1

,
leur somme

P-1
Un nombre quelconque

admet done

(a + l)

diviseurs
,
et leur somme est

r 1

17. Decomposer un nombre donne en facteurs premiers, c est un

probleme dont la solution exige un grand nombre de tatonnements.

On a imagine de nombreux artifices pour abreger le travail; mais,

quoi qu on fasse
,
cette decomposition est

,
en realite

, impraticable

pour un nombre un pen grand. Aussi serait-il
, par exemple ,

a peu

pres impossible d obtenir de cette fagon le p. g. c. d. de deux nombres
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de douze a quinze chiffres
;

1 algorithme d Euclide conduit sans trop de

peine au but.

On voit par la que ce n est pas seulement en se placant au point de

vue theorique qu on peut exiger de ne pas faire intervenir la decom

position en nombres premiers dans des questions ou ces nombres pre
miers ne figurent pas expressement.

II y a une infinite de nombres premiers. En effet, p etant un nombre

premier, on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que p.

Soit
, pour le montrer,

P = 2 X 3 X ... Xp
le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Met-

tons le nombre P d une facon quelconque sous la forme d un produit

de deux facteurs

P= AB,

alors il est clair que le nombre N = A -\- B n est divisible ni par 2, ni

par 3, . . .
,
ni par p. En decomposant done N en facteurs premiers, on

trouvera necessairement des nombres premiers qui surpassent p.

Remarquons avec M. Cayley que, si Ton prend A= P, B = l, les

nombres N-|- 1&amp;gt;
N + 2, ..., N -J-p 1 sont tous composes; d ou Ton

voit que la difference de deux nombres premiers consecutifs peut sur-

passer un nombre donne.

18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. II est tou

jours possible de mettre le p. p. c. m. des nombres a, 6, c, . . .
,

I sous

la forme d un produit

a b c ... I
,

dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement

a, 6, c, . . .

,
I. Adoptons les notations du n 16, le p. p. c. m. est

rfrf !&amp;lt;*

Ecrivons les nombres a, 6, c, . . .
,

1 1 un au-dessous de 1 autre. Ecri-

vons ensuite le facteur p[
l a c6te d un des nombres a, b, c, . . .

,
I qu il

divise (un au moins de ces nombres est divisible par pj
1

).
Faisons de

meme pour p
l

$ . . .p
l

k
k

. Alors on prendra pour a le produit des nombres
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qu on aura ecrits a c6te de a (a = 1 lorsque aucun nombre ne se trou-

verait a c6te de a), de meme pour b ,
c

,
. . .

,
I

1

.

II est clair qu on obtiendra toujours au moins une solution; elle est

unique dans le cas ou, parmi les nombres a, 6, . . .
, I, il n y en a qu un

seul divisible
,
soit par p

l

{ t
soit par p%, etc. Dans le cas contraire

,
le

probleme admet toujours plusieurs solutions.

19. On peut toujours obtenir une solution, sans decomposer les

nombres a, b, c, . . .
,

I en facteurs premiers et uniquement a 1 aide de

1 algorithme d Euclide.

Mais
, pour abreger, nous nous bornerons au cas de deux nombres

a et 6, d ou il est facile, du reste, de remonter au cas general. Soit

(a, 6)= d, et calculons

a et b seront premiers entre eux
, puisque -r et -r le sorit

;
d sera done

divisible par leur produit, soit

d= a b d

et puis

(
a

d \--a&quot; (
b

d \ b&quot;

Vd
d r l u d

)~
b

d =
a&quot;b&quot;d&quot;,

(

a
fj f] _ n ni fj| j/A 1.1 1 1

\d td )~ \~d
d

/

En continuant ainsi
,
on finira toujours par arriver a un couple

car

d = a b d = a a&quot; b b&quot; d&quot; = a a&quot; a&quot; b
1

b&quot; b
&quot; d &quot; =...

On aura alors

d= (a a&quot;...
a&amp;lt;*&amp;gt;)

X (b b&quot; . . .
&&amp;lt;*&amp;gt;)

X d*&amp;gt;
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et, pour le p. p. c. m.
,

ab
~d

}

m (5 X a a&quot; ...
&amp;lt;*&amp;gt;)

X (-- X b b&quot; . .
6&amp;lt;*&amp;gt;)

X d&amp;lt;*&amp;gt;.

\ it 1 \ a j

Les nombres
-^

et
-^

sont premiers entre eux, et, a
, a&quot;,

. . . a&amp;lt;*&amp;gt; etant

des diviseurs de ~, &
, 6&quot;,

. . . b& des diviseurs de ~, il est clair que les

deux facteurs

~ Xa a&quot; ...a^ et ~ Xb b&quot; . .a d

sont premiers entre eux. Ensuite d&amp;lt;*&amp;gt; est premier avec chacun de ces

facteurs, car

b

7d

En prenant done

A = ~-
XaV...a&amp;lt;*&amp;gt;

on aura m= AB
,
A et B seront premiers entre eux

, puis A divise a et

B divise 6. Plus generalement ,
si Ton a d&amp;lt;*&amp;gt; =pg, p et g etant premiers

entre eux
,
on pourra prendre

= 4 Xa a&quot;..

B =
d
Xb b&quot;... 6W X q.

Si Ton suppose a et 6 decomposes en facteurs premiers ,
on verra faci-

lement que

~ X a a&quot; ... o&amp;lt;*&amp;gt;

est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent dans
la decomposition de a avec des exposants plus grands que dans la de

composition de 6, tandis que d^ est le produit des puissances de nom
bres premiers qui figurent avec le meme exposant dans les decompo-
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sitions de a et de b. Lorsqu on a d (k)
&amp;gt;

1
,
on obtient toujours deux

solutions au moins
,
en prenant soit p = 1

, q= d (k)
,
soit p= d (

, q= 1.

Mais, dans ce cas, il peut arriver que le probleme admet encore

d autres solutions, et cela a lieu lorsque d (k) est divisible par plus d un

nombre premier. Mais, pour obtenir ces solutions, il faut absolument

recourir a la decomposition de d (k} en facteurs premiers: I algorithme

d Euclide seul ne peut pas les faire connaltre.

20. En jetant maintenant un coup d oeil sur le chemin que nous

avons parcouru ,
on reconnaltra que la theorie de la divisibilite des

nombres repose sur ce fait, qu etant donnees deux nombres a et 6, on

peut toujours determiner un nombre m, tel que

a = mb -f- c,

ou

g c
&amp;lt;

6.

Si Ton considere les nombres complexes a -}- b i(i= V 1), on peut

etablir une relation analogue, et de la decoule, pour ces nombres, une

theorie de la divisibilite parfaitement analogue a celle des nombres

ordinaires. Nous aurons a revenir plus tard sur cette question et

d autres de la meme nature.

Les propositions les plus essentielles sur la divisibilite des nombres

se trouvent deja dans les Elements d Euclide; notamment on y trouve:

I algorithme pour la recherche du plus grand commun diviseur, la

proposition qu un produit ne peut etre divisible par un nombre pre

mier, a moins qu un des facteurs ne le soit
,

la proposition qu il y a un

nombre infini de nombres premiers.
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CHAPITRE II.

DES CONGRUENCES.

1. Si la difference des deux nombres a et b est divisible par un

nombre M, a et b sont dits congrus par rapport a M; le diviseur M est

appele le module
;
a et 6 sont residus Tun de Tautre suivant le module

M. Pour exprimer cette relation
,
on ecrit, d apres la notation de Gauss,

a = 6 (mod M) ;

cette formule est une congruence. II y a avantage ,
dans cette theorie

,

a admettre, pour a et 6, non seulement les valeurs entieres positives,

mais aussi les valeurs entieres negatives.

Si r est le reste de la division de a par M, on a

o= r (modM);

le reste r est ordinairement un des nombres

0, 1, 2, ..., M-l,

mais on pourrait le prendre aussi entre et -}-
-

,
d ou il suit que

&amp;lt;L tJ

tout nombre a un residu qui ne surpasse pas en valeur absolue la moi-

tie du module. C est la le residu minimum.

2. Nous allons indiquer ici les proprietes les plus elementaires des

congruences j
il sera a peine necessaire d insister sur les demonstra

tions. Si Ton n indique pas le module, il sera sous-entendu que ce

module est toujours M.

Si Ton a

=
6, o = 6

,
a&quot; =

b&quot;,

on aura ainsi

a -f a -f- a&quot; + . . .
= b + 6 + b&quot; -f . . .

,

ma = mb.

De meme
,
on aura
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et plus generalement

aa a&quot; ... = bVW ...,

am
~

bm.

Ainsi

etant un polyn6me a coefficients entiers, on aura

/(a, a
, a&quot;,...)=A&, &

, &&quot;,..)

3. Supposons qu on ait

ma = w6 (mod M),

ce qui signifie que m(a b) est divisible par M; soit

(m , M.) = d,

W) ^M&quot; 7/1 Tu.

-7 (a 6) sera divisible par -j, et
, puisque -r et -j sont premiers entre

M
eux, a b sera divisible par -, : done

/ &amp;lt;

M
\a= b mod

\ d]

On peut done diviser les deux membres d une congruence par un

nombre m, a condition de diviser en meme temps le module par le

p. g. c. d. de m et M. On aura a appliquer cette proposition le plus sou-

vent dans les cas particuliers suivants : 1 m est premier avec M
,
alors

d= 1
;
2 m divise M

,
alors d= m.

Supposons encore qu on ait

aa = bb (modM),

a = b (modM).

En multipliant la seconde congruence par a
,

il vient
,
en faisant atten

tion a la premiere ,

ba = bb (modM),
done

a = &
(mod-,).

ou d= (6, M)= (a, M), car il est clair que des nombres congrus ont

meme p. g. c. d. avec le module.
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Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils seront con

grus encore en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres

sont congrus suivant plusieurs modules A, B, C, . . .
, L, ils seront con

grus encore en prenant pour module le p. p. c. m. de ces nombres

M =
|

A, B, C, ...,L .

Le cas particulier le plus interessant est celui ou les modules A, B, C,

. . .
,
L sont premiers entre eux

,
alors M = A B C . . . L.

4. On pent distribuer 1 ensemble des nombres entiers en M classes
,

en considerant deux nombres comme appartenant a la meme classe ou

non
,
selon qu ils sont congrus ou non suivant le module M. En prenant

dans chaque classe un nombre
,
on obtient un groupe de M nombres

,

qu on appelle un systeme complet de residus. Un tel systeme jouit

evidemment de la propriete qu un nombre quelconque est congru a un

et a un seul de ses nombres. Un nombre quelconque a pris dans une

classe peut etre considere comme representant la classe entiere qui se

compose des nombres a -f- M#, #= 0, 1, 2, 3, .... On designe

ainsi souvent la classe par un quelconque des nombres qu il renferme,

et Ton peut ainsi remplacer un nombre par un nombre congru.

Tous les nombres d une classe ont le meme p. g. c. d. avec le module

M, et ce p. g. c. d. peut etre un diviseur quelconque d de M.

On peut, d apres cela, distribuer les classes en families, en consi

derant diverses classes comme appartenant a une meme famille
,
si elles

ont le meme p. g. c. d. avec le module M.

Combien de classes y a-t-il qui sont premieres avec M? II est clair

qu il y en a autant q on trouve parmi les nombres

(A) . . /. , ;;. . 1, 2, 3, ..., M

des nombres qui sont premiers avec M. Nous designerons ce nombre

par 99 (M) ,
en sorte que

Le nombre des classes qui ont avec M le p. g. c. d. d est evidemment
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le meme que celui des nombres du groupe (A) qui ont d pour p. g. c. d.

avec M. II faudra done les chercher parmi les nombres

M
d, 2d, 3d, . . .

, kd, . . .
,

d.

M
Or

, pour que (k d , M) = d
,

il faut et il suffit que k soit premier avec -r-

Le nombre cherche indique done combien
, parmi les nombres

2 3
M

l
,

&
,

cJ
,

. . .
,

-^1

M /M\
il y en a qui sont premiers avec -v, c est-a-dire ce nombre est y l-vl-

u&amp;gt; \i* /

II y a ainsi 9? (-T)
classes qui ont d pour p. g c d. avec M, le nombre

total des classes etant M, on a

M

d parcourant tous les diviseurs de M. II est clair qu on peut ecrire cette

relation plus simplement ainsi

II est facile de deduire de la la valeur de
&amp;lt;p (M).

5. Supposons generalement que deux fonctions numeriques f et F

soient liees par la relation

(1)

d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer reciproque-

ment la fonction fan moyen de F.

Soit

ICsp g **...

la decomposition de M en facteurs premiers. On obtient 1 ensemble des

diviseurs d de M en developpant le produit

p p
2

p
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et nous pouvons 6crire d une maniere symbolique

F(M)=/- Ml

On doit ddvelopper le produit du second membre et remplacer ensuite

chaque terme d par f(d). En remplacant M par M :p (done a par a 1) ,

on aura

En retranchant, il vient, si Ton fait usage dans le premier membre de

la meme notation symbolique

F

M
En remplacant M par et retranchant

,
il vient ensuite

F

En continuant ainsi
,
on obtient finalement

(2 ) ... -FM(I- P

c est 1 expression cherchee; on peut 1 ecrire plus explicitement

On rencontre souvent des fonctions nume&quot;riques qui jouissent de la

propriete

(3) , f(ab)=f(a)Xf(b)

lorsque a et 6 sont premiers entre eux (voir Chap. I
,
n 14). II est clair

qu une telle fonction est parfaitement d6terminee lorsqu on connait sa

valeur pour les puissances des nombres premiers ,
mais ces valeurs-la

peuvent etre prises arbitrairement.

On voit facilement que, si la fonction
/&quot;qui figure dans la relation (1)

jouit de cette propriete* (3), on aura aussi
,
a et b tant premiers entre

eux,

(4)
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et Ton reconnait maintenant par les formules (2) ou (2 ) que , r6cipro-

quement, si deux fonctions f et F sont lie&quot;es par la relation (I), et si

la fonction F satisfait a la relation (4) ,
la fonction f satisfera a la re

lation analog-ue (3).

Le the*oreme
,
souvent utile

,
de ce nume&quot;ro est du a M. Dedekind

(Journal de Crelle
,

t. 54, p. 21). On 1 etablit ordinairement par une

simple verification. En exprimant au second membre de (2 ) partout

la fonction F par la fonction
/&quot;,

on constate qu il ne reste que le terme

/&quot;(M):
tous les autres termes se d^truisent.

6. En revenant au cas particulier de la fonction y (M), F(M) = M,

on trouve

pi \ ql \ r I \ u

&amp;lt;p (M) = p
a ~ l

qP~
l

. . . u*
1

(p 1) (q 1) . . . (u 1).

Ayant &amp;lt;p (a b) = 9? (a) 9? (6) lorsque a et 6 sont premiers entre eux
,
on

peut remarquer que, a e&quot;tant impair ,
on a, a cause de

&amp;lt;j&amp;gt;
(2) = 1

,

9? (2 a) = cp (a).

A 1 exception de
&amp;lt;p (1)

=
9? (2) = 1

, cp (a) est toujours pair.

7. Dans la th6orie des nombres
,
on se propose ,

sur les congruen

ces, des problemes analogues a ceux qu on traite en Algebre sur les

Equations.

Ainsi on pose la question de trouver les nombres x qui satisfont a

une congruence ,
telle que

f(x)
= (mod M) ,

ou le premier membre est un polynome a coefficients entiers en x.

Si Ton satisfait a cette congruence en faisant x = XQ ,
x est une racine

de la congruence. II est clair que tout nombre congru a x suivant le

module M satisfera alors aussi a la congruence, mais on a 1 habitude

de ne pas consid6rer comme diffe&quot;rentes ces solutions. Aussi, si 1 on dit

qu une congruence admet k racines, cela veut dire k racines incon-

grues, ou encore, ce qui revient au meme, 1 ensemble des nombres

qui satisfont a la congruence se rdpartit en k classes. II est clair
,

II 19
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d apres cela, qu on obtient toutes les racines d une congruence, en es-

sayant successivement tous les nombres d un systeme complet de re&quot;

sidus, par exemple les nombres

0, 1, 2, ..., M 1,

mais ce moyen devient impraticable des que M est un peu grand.

Si tous les coefficients du polyn6me f(x) sont divisibles par M, la con

gruence est identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence

est impossible eVidemment lorsque tous les coefficients de f(x) sont

divisibles par M, a 1 exception du terme inddpendant de x.

II est clair
,
du reste

, qu il est permis de remplacer un coefficient

quelconque de f(x) par un nombre congru suivant le module M.

8. Consid6rons la congruence du premier degre*

ax-\-b
= Q (modM).

Supposons d abord a premier avec M. Pour voir si la congruence

admet des racines
,
mettons pour x successivement les valeurs

0, 1, 2, ..., M-l

ou, si Ton veut, M valeurs quelconques formant un systeme complet

de re&quot;sidus. II est clair que les valeurs correspondantes de ax-\-b sont

incongrues ,
car la relation

ax-{- b = ay + &

exige qu on ait ax~ay ou encore x~y, puisque a est premier avec M.

Les valeurs de ax-}-b forment done e&quot;galement
un systeme complet

de r6sidus, et
, parmi ces valeurs, il y en a done une qui est congrue

avec 0. La congruence proposed admet done une racine.

Supposons maintenant (a,M) = d. Dans ce cas
,

il est clair que b

doit etre divisible par d; dans le cas contraire, la congruence est im

possible e&quot;videmment. Admettant done que b soit divisible par d, la

condition imposee a x revient a celle-ci

f-+J- Ml-
Puisque ^ et ~ sont premiers entre eux

,
nous savons qu il existe une

c* d
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M
seule racire par rapport au module -v- Soit x

()
cette racine, 1 ensemble

des valeurs de x qui satisfont a la question est comprise dans Pexpres-

sion

M
xn + ^y, y= o, 1, 2, 3, ....

Mais il est clair que, suivant le module M, ces nombres se r^partissent

en d classes
,
car les d nombres

,M M _M M_nMX ^0 I
^7

1 ^1) &quot;I&quot;

*
7j

I
^

tt
^ d

sont incongrus suivant le module M, mais un nombre quelconque

xQ -\- -~^y
est congru, suivant le module M, avec un de ces d nombres.

(A/

The&quot;oreme I. La congruence

a x -j- 6 = (modM)

est possible seulement lorsque b est divisible pard = (a, M). Si cette

condition se trouve satisfaite
,
elle admet exactement d racines.

On voit que cet 6nonce renferme aussi le rsultat particulier qui a

lieu pour d = 1.

9. II nous reste k donner une m^thode pour trouver effectivement,

sans trop de peine ,
la racine de la congruence

arr-f&EEO (modM).

II est clair que nous pourrons nous borner au cas ou a et M sont pre

miers entre eux
, puisque le cas gn6ral se ramene imm^diatement a

ce cas particulier. Ensuite il suffira de considerer la congruence

ax=l (modM);

car, la racine de cette congruence e&quot;tant obtenue
,

il suffira eVidemment

de la multiplier par 6 pour obtenir la racine de la congruence pro

pose. Le probleme revient done a satisfaire a 1 ^quation ind6termin6e

ax My = 1.

On d6veloppe en fraction continue le rapport M : a ou
,
ce qui revient

au meme, on applique & a et M 1 algorithme d Euclide. On pent alors



292 SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

exprimer de proche en proche comme fonctions line*aires homotrenes

de a et M tous les restes obtenus et fmalement le p. g. c. d. lui-meme

qui est 1. Comme ce mode de calcul est encore utile dans d autres

circonstances
,
nous allons 1 expliquer avec details.

Supposons qu on ait une suite de nombres N, Nlt N2 ,
. . . lies par les

relations

(D N = a N N3 3 4 ,

alors on pent exprimer successivement N par N x
et N2 , par N2 et N3 , ...,

N | / ft \\ \f I,, /y NT
1

^W.1 14/Q |^ if .x&amp;gt;.)
|

1*1 -L.1 *

N = (a-L a2 a3 -j- % ~h a^ N3 -f- (a^ a2 -|- 1) N4 ,

Introduisons un symbole

[O&amp;gt;i ,
fl2 ,

. . .
, Ctk]j

determine&quot; par les relations

(2) . .

l x

_
2

, .

r a 1

alors on aura g^neValement

(3^ . . . N [alt a2 ,
. . .

, ttk] NA -j~ Ea i&amp;gt;

a
2&amp;gt;

i
a*-i] N/C + I.

II est clair qu on aura aussi

Nj = [a2 , Og, . . .
, ttk] Nfc -}- Ea2 as i A - 1] NA- + 1 ,

et, si Ton substitue ces valeurs dans la premiere relation (1), on obtient

une expression de N par N* et Nfr + i qui doit etre identique avec (3).

D ou 1 on conclut

(4) . . [^yOg,..,, 0*]= %(&amp;gt;!, 09, ..., a*]+ [ -&amp;gt;&amp;lt;*]

ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par recurrence la valeur
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du symbole. A 1 aide de ces relations (2) et (4), on demontrera facile-

ment cette formule

(5) .... [al} o2 , a&] = [aft, ak-i, &amp;gt;-,
a2) a,].

En joignant a liquation (3) celle-ci

(6) ... N! = [a2 , ofg, ..., afc]N* + [a2 ,
a3 , ..., o ft _

on a deux Equations ;
d ou Ton pourra tirer la valeur de N& en fonction

de N et Nr Mais cette valeur s obtient aussi directement, car on obtient

de proche en proche

+ N2
= N-a

1
N

] ,

N3
= a2 N [! ,

a2] Nlf

+ N4
= [o2 , flg] N [a^ fl2 , aj NL

Ge&quot;ne&quot;ralement
,

(7) . . ( 1)*NA= [02, flfs , ...,a&_i]N [alf a2 , ..., a fc _i]Nlt

En comparant cette valeur de N fc avec celle tir^e de (3) et (6), on a

(8) [oj, 02, ..., o&]X[o2 , Og, ...,
a k -i] [oj, o2, ..., Ofc_i]X[a2 . Og, ..., o*]= ( 1)*.

Ce sont la les formules dont nous aurons besoin
;
nous en donnons

encore quelques autres qui sont quelquefois utiles. On a

=[a*-|-2, ...,

Substituant ces valeurs dans (3), on a 1 expression de N par Nk + i et

N*+i+ i, expression qu on peut obtenir aussi en remplagant k par k -j- I

dans la meme formule. On trouve
, par comparaison ,

(9) [olf 02, ..., a k + i]
=

= ^,02, ..., o*]X[o*-j-i,...,&amp;lt; *-f-0-r-[i&amp;gt;fl8&quot;*o*-ijX[a*+a,...,a*+i}

Enfin nous ajouterons la relation suivante

(10) [alt o2 , ..., a r ;
6lt 62 ,

. . .
,
b 3 \

clt c2 ,
. . .

, cj X [6j, 62 , ..., 6J

[olf . . .
,
a r ; &!, . . .

,
6 S] X [&lf ...,&; cn ..., c&amp;lt;]

=
=

( l)
s
[Oj , 2 ,

. . .
, Or- l] X [C2 ,

C3 ,
. . .

, C&amp;lt;]

qui, pour r= J = l, reproduit la formule (8) et, pour s = 0, la for

mule (9).
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10. Pour appliquer ces relations a la solution de Pequation

ax My = 1
,

on prendra N = M,N 1
= a. Comme ces nombres sont premiers entre

eux
,
on finira par trouver N* = 1

, N/c + 1
=

,
de maniere qu on ait

=
i, a2 ,

. . .

a =
[&amp;lt;?2 ,

. . .
,
a ft] ,

( 1)* = [a.2 .
as i

a * - 1] X M [! ,
a2 ,

. . .
,
a k _ i] X a.

On peut done prendre

Si Ton fait le calcul de la maniere ordinaire, le dernier quotient ak est

an moins e\gal a 2, et 1 on peut le remplacer par les deux quotients

ak 1 et 1
,
de maniere que le nombre total des quotients est a volonte*

pair ou impair. II est a peine besoin de dire que

M
__(&amp;gt;!,

a2 , . . . , a*] , 1

a Ia 2&amp;gt;

a3 J
ak]~ 1

a2 ~T
~

._!__.

On voit sans peine que, x0j y tant une solution particuliere de

a x M y= 1
,

la solution la plus gdnerale sera renfermee dans les formules

x = x
(}
4- M t\

_ = 0, 1, 2, ...).

II est clair aussi que I equation indeterminee

a x -f- by=
.r d = (a, 6). Mais , si cette

#o&amp;gt; 2/0

a jj -\- v y = v

sera impossible si c n est pas divisible par d = (a, 6). Mais , si cette con

dition est satisfaite, il y a toujours une infinite de solutions. Soit o; ,?/

une solution particuliere, la solution la plus gene&amp;gt;ale
~*-~

X XQ -\~ , t

sera

\

_ #

d
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11. Nous aliens consideVer maintenant le probleme suivant, qui se

rencontre tres souvent :

Trouver tous les nombres x qui satisfont au systeme suivant de n

congruences

x= a (mod A), x = (modB), a;
=

7 (mod C), ..., x = l (modL),

Soit M le p. p. c. m. des modules A, B, C, . . .
, L, il est clair que, si

la valeur x = XQ
satisfait aux conditions

,
il en sera de meme de Unites

celles comprises dans la formule

#o + M* (*
= 0, 1,2, ...).

Reciproquement ,
si Ton a deux solutions x et xly la difference # x

1

doit etre divisible par M, puisqu elle est divisible par A, par B, ...,

par L. II resulte de la que , parmi les nombres

0, 1, 2, ..., M-l

formant un systeme complet de r^sidus pour le module M
,

il y en aura

tout au plus un qui satisfait aux conditions, et nous pouvons dire:

Si le probleme propos6 admet des solutions, ces solutions seront

toutes renfermees dans la formule

x = a (mod M) ,

ou a est un nombre determine* de la s6rie 0, 1
,

. . .
,
M 1.

Mais
,
si aucun des nombres 0,1,...,M Ine satisfait au probleme,

on sera assure* que le probleme est impossible et n admet aucune so

lution.

Supposons maintenant d abord que A, B, C, . . .
,
L soient premiers

entre eux
,
alors M = ABC . . . L. Si Ton divise maintenant chacun des

nombres

0, 1, 2, ..., M-l

par A, par B, . . . . par L, on obtiendra en tout M systemes de rdsidiis

qui seront tous diffe&quot;rents. Mais
,
d autre part ,

on ne pent donner a a

que A valeurs
,
a

/? B valeurs
,

etc.
,
en sorte que le nombre total des

systemes de rsidus possibles est M.
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En divisant done les nombres

0, 1, 2, ..., M-l

par A, B, C, . . .
, L, on obtiendra effectivement tous les systemes pos

sibles de r6sidus
,
et chaque systeme une seule fois.

Theoreme II. Les modules A, B, C, . . .
,
L 6tant premiers entre

eux
,
le systeme des congruences

x IEE a (mod A) , x EEE
ft (mod B) , . . .

,
x~ /I (mod L)

admet toujours des solutions, renfermees toutes dans la formule

iCEEEa (modM),
ou

M = A B C . . . L.

12. Lorsque les modules A, B, C, . . .
,
L ne sont pas premiers entre

eux
,
M est plus petit que le produit A B C . . . L.

Or il y a toujours A, B, C, . . .
,
L systemes de residus possibles (si

Ton prend a, ft, y, . . .
,
I arbitrairement). Mais le probleme ne sera pos

sible que si le systeme a, /ff, y, . . .
,
4 se trouve parmi les M systemes de

residus qu on obtient en divisant les nombres

0, 1, 2, ..., M-l
par A, B, C, . . .

,
L. On voit done que, dans ce cas, le probleme ne

sera pas possible toujours: il faudra, pour cela, que a, ft, . . .
,
I satis-

fassent a certaines conditions que nous 6noncerons plus bas. Mais tou

jours, lorsque le probleme est possible, la solution est donne&quot;e par une

formule

x~a (mod M).

13. Revenons au cas ou A,B,C,...,L sont premiers entre eux

pour voir comment on obtiendra la solution x=~a (mod M).

Puisqu on doit avoir x~a (mod A), on posera

x= a + Ay,
et il viendra

Ky~p a (mod B) ,

A.y~y a (mod C).
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La premiere congruence donnera

297

on substituera cette valeur dans les autres congruences ,
etc.

On remplacera cette me&quot;thode souvent avec avantage par la suivante

indique&quot;e par Gauss.

De&quot;terminons d abord les nombres auxiliaires a
, /? ,... A par les con

gruences
BCD...La ^=l (mod A),

ACD...L/8 E^l (modB),

ABD...Ly ==l (modC),

alors on aura

AB...K/l = l (modL).

BCD. ..La a

-f-ACD...L/?/3

+ ABD...L//

-f A B C . . . K I ;/ (mod M = A B C . . . L).

On verifie ,
en effet

,
immdiatement que cette valeur de x satisfait aux

congruences proposes ,
et il est facile de s apercevoir que cette me-

thode revient a re&quot;soudre la question successivement dans les cas par-

ticuliers ou 1 un des r6sidus a, /?,..., A est 1 et oil tous les autres sontO.

On compose ensuite la solution generate avec ces solutions particu-

lieres. II est clair que cette methode sera surtout avantageuse lorsqu on

aura a re&quot;soudre le meme systeme pour diverses valeurs des re&quot;sidus

a, t
. . .

, A, les modules A, B, . . .
,
L restant les memes. Les memes

nombres a
, /5 ,

. . .
,
I servent alors pour les diverses solutions.

14. Revenons maintenant au cas g6n6ral ou les modules A, B, ..., L

ne sont pas premiers entre eux. On peut d abord poser comme tout a

1 heure

x= a -f A y,

et la seconde congruence deviendra

A y EE:
/5

a (mod B).
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II faudra done que ft
a soit divisible par (A , B) = d. Si cette condition

n est pas satisfaite, le systeme n admet aucune solution. Mais, si elle

est satisfaite
,
on aura

y= y + f *
(&amp;lt;

= o, 1, 2,...)

et, par cons6quent,

et cette congruence remplace maintenant les deux premieres x= a

AB
(mod A), x= ft (mod B) On remarquera que le module --j- est bien le

p. p. c. m. de A et B.

On pourra combiner maintenant la congruence

x= a -f A y mod ~-
1

-
\ 6

avec la troisieme

x~ y (mod C) ,

et ainsi de suite. II est clair qu on arrivera de cette fagon toujours, soit

a s assurer que le probleme est impossible, soit a trouver la solution

sous la forme

x E^ a (mod M)
si elle existe.

Cette methode, toutefois, a I inconv6nient de ne faire souvent con-

naitre [ impossibility du probleme qu apres de longs calculs qui ont 6te

inutiles alors On ne peut remedier a cet inconvenient qu en donnant

le moyen de reconnaitre a priori la possibility ou I impossibilit6 du

probleme. C est la 1 objet du theoreme suivant:

Th^oreme III. Pour que le systeme des congruences

x= a (mod A), XE^ft (modB), ..., XEEJ. (modL)

admette des solutions, il faut et il suffit que les differences

a-ft, a-y, ft
-

y, ..., y. - ).

soient divisibles respectivement par

Que ces conditions sont n^cessaires
,
cela est clair d apres ce qui

v
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precede. Pour montrer qu elles sont suffisantes
,
nous supposerons que

la proposition est exacte dans le cas de n 1 congruences ,
et ferons

voir qu elle est alors exacte aussi dans le cas de n congruences. Puis-

qu on sait que, dans le cas n = 2, le theoreme est vrai, il sera ainsi

de&quot;montre&quot; ge&quot;n6ralement.

En effet, la proposition etant vraie pour n 1 congruences, on

pourra remplacer les n 1 premieres congruences par celle-ci

x~t (modM )

et le systeme complet par

(1) xH-:t (modM ), x l. (mod L).

Ici M = A
,
B

,
C

,
. . .

,
K

|.
Or

,
d apres notre hypothese ,

I a, A ft, .. ., I x

sont divisibles par

(L,A), (L,B), ..., (L,K)

respectivement, et il est clair que

a t, ft t, ..., X t

sont divisibles par A
, B, C, ..., K respectivement ,

done aussi par

(L , A) , (L , B) ,
. . .

, (L , K) respectivement. On voit par la que la difference

I t

est divisible par (L, A), par (L, B), . . ., par (L, K) et, par consequent,
aussi par le p. p. c. m. de ces nombres qui est (L, M ) (Chap. I, n 11).

Mais cette divisibility&quot; de I t par (L, M 7

) est precisement la condition

ne&quot;cessaire et suffisante pour que les congruences (1) et par la. aussi les

congruences proposees admettent une solution.

On pent demontrer ce theoreme aussi en faisant voir qu il y a exac-

tement M systemes de re&quot;sidus a, p ,
. . .

,
A qui satisfont aux conditions

exige&quot;es.

15. On pent re&quot;duire le cas general au cas ou A, B, . . .
,
L sont pre

miers entre eux. Pour cela
,
mettons le p p. c. m M des modules sous

la forme
M= A B C .-.L 7

,

ou A
,
B

,
C

,
. . .

,
L sont premiers entre eux et divisent respectivement

A, B,C, ..., L(Chap. I, nos
18, 19).
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II est clair que les solutions du probleme propos6 satisferont aussi

aux congruences

x~ a (mod A ) , x EEE
ft (mod B ) ,

. . .
,

x= l (mod L ) ,

mais ce dernier systeme admet
,
nous le savons

, toujours des solutions

renferme&quot;es dans la formule

x = a (mod M).

Si done on s est assure&quot; prealablement que le probleme propose* admet

des solutions, ces solutions sont encore renfermees dans la formule

pre*cedente. Mais, si Ton ne savait pas si oui ou non le systeme propose&quot;

admet des solutions, cette valeur x= a (mod M) pourrait ne pas satis-

faire aux conditions impose&quot;es, qui seraient alors incompatibles.

Conside&quot;rons
, par exemple ,

le systeme

x= 31 (mod 72 = 23.32),

x= 22 (mod 105 = 3.5.7),

x= 50 (mod 77 = 7.11),

a;= 337 (mod 399 = 3.7.19).

On a iciM = 23 .32 .5.7. 11. 19 = 526680 et ABCD : M = 441. Done,
si les residus 31, 22, 50, 337 avaient 6te pris au hasard

,
il n y aurait

qu une chance sur 441 que le probleme soit possible. II convient done

de s assurer d abord si le probleme est possible ou non. Or, les nombres

9, 19, 306, 28, 315, 287

dtant divisibles respectivement par

3, 1, 3, 7, 21, 7,

le probleme est possible. La decomposition de M

M = 72 X 35 X 11 X 19

permet maintenant de remplacer les congruences donne&quot;es par celles-ci

flj=E 31 (mod 72),

x = . 22 (mod 35),

XE-. 50 = ; 6 (mod 11),

x= 337 EEE 14 (mod 19).
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En appliquant maintenant la mcthode de Gauss, les nombres auxi

liaires a
, ft , /, V se determinent par les congruences

35. 11. 19 a = 43 a = 1 (mod 72),

72. 11. 19 /S

7

2ft ~l (mod 35),

72. 35.
19)&amp;gt;

E Sy ~ 1 (mod 11),

72.35. 11 &amp;lt;5 ^ d ==l (mod 19),

d ou

a 5, /* =17, y = 7, &amp;lt;5
= 1,

et, finalement,

x~ 5.35. 11.19.31

4- 17.72.11 . 19.22 (mod 526 680),

4- 7.72.85. 19. 6

72.35.11.14

x= 323 527 (mod 526 680).

16. Soient

a, a 7

, a&quot;,
...

les y (a) nombres premiers avec a et ne surpassant pas a,

/?, /? , fi&quot;,
-..

les 9? (6) nombres premiers avec b et ne de~passant pas b
,

7, /, A -..

les (p (ab) nombres premiers avec ab et ne surpassant pas ab. II est clair

que tout nombre y est aussi premier avec a et avec 6, et sera par con-

sdquent congru avec un des nombres a suivant le module a, et congru

avec un des nombres ft
suivant le module b. Mais ,

si nous supposons

maintenant a et 6 premiers entre eux, nous savons aussi qu en prenant

arbitrairement un des nombres a et un des nombres ft, il y a toujours

au-dessous de ab un nombre et un seul qui leur sera congru suivant

les modules a et 6, respectivement; et ce nombre, e&quot;tant premier avec a

et avec 6, sera premier avec ab et figurera done parmi les nombres 7.

Ensuite deux nombres 7, / donnant toujours deux systemes de re&quot;sidus

diffe&quot;rents, on conclut

cp (a b) =
&amp;lt;p (a) (p (b).
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C est la relation que nous avons
de&quot;ja

rencontre&quot;e (n 6) et qui conduit

immediatement a la determination de la fonction 99, car on voit facile-

ment que

17. Considerons maintenant une congruence quelconque

(1) ....... . f(x)
= (modM),

et supposons
M = ABC. ..L,

les facteurs A, B, C, . . .
,
L etant premiers entre eux.

II est clair que chaque racine de la congruence (1) satisfera aussi

aux congruences

f(x)
= Q (mod A),

f(x)
= Q (modB),

(2)

f(x)==0 (modL).

Done, si une de ces dernieres congruences n admet pas de racines
,

il en est de meme de la congruence (1).

Soient a une racine de f(x}
=

(mod A) , ft une racine de f(x)
= Q

(mod B) ,
etc.

,
enfin A une racine de f(x)

~ (mod L).

Alors on saura trouver toujours un nombre t, satisfaisant aux con

gruences
t
== a (mod A) ,

t SE ft (mod B) ,

t ^ A (mod L) ,

et ce nombre t est parfaitement de&quot;termin6 aux multiples de M pres.

Mais il est clair qu on aura

/(00 (mod A), f(t)^0 (modB), .... f(t)~Q (modL),

done aussi f(t)~Q (mod M).

On conclut de la que le nombre des solutions de la congruence (1)

est
e&quot;gal

au produit des nombres des solutions des congruences (2).

On peut evidemment prendrepour A, B, . . .
, L des puissances de

nombres premiers.
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18. On comprend bien
,
d apres ce qui precede , que dans la theorie

des congruences de degr6 superieur ,
on s est surtout

occupe&quot;
des cas

ou le module est un nombre premier ou une puissance de nombre pre

mier. On ne connait presque aucun the&quot;oreme g6n6ral sur les congruen

ces par rapport a un module compose&quot;

Ici
,
ou il s agit seulement de donner les premiers elements d une

thdorie que nous devons d6velopper plus tard
,
nous nous bornerons

a conside&amp;gt;er le cas d un module premier. Lagrange a obtenu dans ce

cas quelques propositions tres simples ,
mais fondamentales.

Considerons done la congruence

f(x)~Q (modp),

p 6tant un nombre premier. Le degr6 n de cette congruence est le

degre&quot;
de la plus haute puissance de a; qui figure dans f(x), avec un

coefficient non divisible par p. Du reste, il n y aurait aucun inconve&quot;-

nient a supposer ce coefficient 6gal a 1, car, s il est a, on pourra tou-

jours multiplier la congruence par un nombre b tel que ab= 1 (modp)
La congruence obtenue est eVidemment 6quivalente a la congruence

proposee.

Soit maintenant x = a une racine de la congruence. En divisant

f (x) par x a
,
on aura

/i (x) 6tant un polyn6me du degr6 n 1 a coefficients entiers.

La congruence donne peut done s ^crire

(X
-

a) A (X) -f A*)= (mod P)

ou bien, puisque par hypothese f(a) est divisible par p,

(x a)f1 (x)^Q (modp).

Si la congruence proposee admet encore d autres racines /5, y, . . . ,

on doit avoir

done /i (ft)
^ 0, /&quot;, (y) =: ,

etc.
, puisque , par hypothese , ft

a
, 7 a
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ne sont pas divisibles par p. On voit done que ces racines /?, y , ...

sont aussi racines de la congruence

iTi(aO=
qui est du

degre&quot;
n 1.

La congruence du premier degr6 admet toujours une racine : on

peut done conclure qu une congruence du second degr6 admet tout au

plus 2 racines, une congruence du troisieme
degre&quot;

tout au plus 3 ra

cines
; g6neralement on peut 6noncer le

Theoreme IV. Une congruence de degre* n par rapport a un

module premier admet tout au plus n racines.

Et nous pouvons ajouter encore:

Th6oreme V. Les racines de la congruence de
degre&quot;

n

f(x)
= Q (modp)

6tant a,/ff,y,...,A, on a identiquement

f(x)=E(x a)(x p)...(x A) /; (aj) (mod p),

f\ (x) ^tant un polyn6me en x tel que la congruence

/! (x)
~ (mod p)

n admet aucune racine.

On en d6duit encore facilement le

Th6oreme VI. Si la congruence de
degre&quot;

n

f(x)
= (modp)

admet n racines et qu on a

f(x)=fl (x)fz (x) (modp),

alors les congruences

/j(a;) 0, f2 (x}
= (modp)

des degres n
l
et w2 , (% -J- W2

=
) admettront respectivement 7?

a
et

w._,

racines.

19. Pour donner
,
des a present ,

un exemple de la f^condite de ces

principes ,
consid6rons avec Lagrange le polyndme

(1) x(x+
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En changeant x en x -f- 1
,
on aura aussi

Or, il est clair que ces deux polyn6mes sont congrus entre eux, sui-

vant le module p, que nous supposerons premier car leur difference

est

En 6crivant done que les coefficients des memes puissances de x

sont congrus (mod p) ,
on a

A
l ==-^--\-A l (modp),

A _ P(P 1) | P 1
A I AA2 ~~j n I 1
A

1&quot;T
A

2&amp;gt;

_ .
--

,

1.2.3 ~T2~ AlH

-
= 1 -f Af + A 2 + . . . + Ap _ 2 -f A p _ ,.

ff\ T) i T) 1 \

On remarque ici que les coefficients du bin6me
^&amp;gt; i

L ...
1 i . &amp;lt;L

p(p 1)...3.2 ,. . .. .

-7
2
-----

?
^.&quot;TT

sont tous s entlers aivisibles par p : on peut les negh-

ger. La seconde congruence montre alors que A^O modp, ensuite la

troisieme que A2 E^O modp, etc.
, jusqu a 1 avant-derniere

, qui montre

queA p _2 = 0. Done

(2) .... AJEEE A2= A3 SE . . . EHE Ap _2= (mod p)

et la derniere congruence donne ensuite

(3) ....... Ap_i + 1--0 (modp).

Si Ton se rappelle la signification de A p _i, on a le

Th^oreme de Wilson, p e*tant un nombre premier,

1.2.3...(^-l)-hl

est toujours divisible par p.

II 20
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Ensuite nous avons d apres (1), (2) et (3) la congruence identique

x(x-\- l)(x + 2)...(x + p I)
= XP x (modp).

Mais
, parmi les p nombres cons6cutifs x, # + 1

,
.

, x-\-p 1
,

il

y en a toujours un divisible par p; done

xp x

est toujours divisible par p. En supposant x= a non divisible par p,

on a le

The*oreme de Fermat, a e&quot;tant un nombre entier non divisible

par le nombre premier p,

aP~ l l

est toujours divisible par p.

Autrement, la congruence x*&amp;gt;-
1

I = (mod p) admet les p 1

racines 1,2,3,...,;? 1.

Le the&quot;oreme de Fermat est un des thoremes les plus importants

de la the&quot;orie des nombres; nous le retrouverons dans le Chapitre IV,

ou nous traiterons particulierement des re&quot;sidus des puissances et de la

th^orie des congruences bin6mes.

20. Les systemes de plusieurs congruences du premier degre&quot;
& plu-

sieurs inconnues se pr6sentent maintenant naturellement a notre at

tention, mais nous consacrerons a ce sujet important le Chapitre III

tout entier. Ici nous nous bornerons a trailer une question e&quot;le&quot;mentaire

et dont on a souvent besoin. La the&quot;orie des Equations ind6termin6es

est lie&quot;e 6videmment tres troitement a la thdorie des congruences;

nous discuterons ici liquation inddtermin^e

(1) . . . . Oifl?! 4-^2^2 ~h U3 X3 &quot;h ~l&quot;
^n + l^n + l = U,

%, a2 ,
. . .

,
a n +i et u e*tant des nombres donnas, xlt x2 ,

. . .
,
xn +i 6taot

des inconnues qui doivent avoir des valeurs entieres II est clair d abord

que u doit etre divisible par le p. g. c. d.

des coefficients a1} a2 ,
. .

,
a n + 1.

Mais, pour que d ait une valeur determinee
,

il faut supposer que

les coefficients alt a2 ,
. . .

,
a w + i ne soient pas tons nuls. Ce sera la la
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seule restriction a laquelle nous soumettons les donnes du probleme.

Maintenant
,

si u est divisible par d, le probleme admet toujours des

solutions. Cette proposition est vraie dans le cas n = 1
,
et il est tres

facile
,
en partant de la

,
et a 1 aide d une induction

,
de montrer qu elle

est vraie generalement.

Mais nous suivrons une autre voie qui nous donnera en meme temps

toutes les solutions du probleme. Mais ici une explication est ne*ces-

saire
,
si les valeurs

#! = &!, X2 =b2 , X n + l
= b n + l,

satisfont a la relation (1) ;
de meme que les valeurs

#1 Cj &amp;gt; 3/2 Cg , . . . , Xn -f- 1 Cn -f- 1 1

ces deux solutions seront considerees comme distinctes si les diffe&quot;-

rences

bk Ck, k= 1, 2, ..., n+ 1

ne sont pas toutes nulles. II importe de bien observer cette convention;

ainsi, meme dans le cas ou a n + \
= Q, les solutions

%l GI ) X% Wo 2/ n n
&amp;gt;

Xn -\- 1 -)- 1

et

seront considerees comme distinctes, tant que k n est pas nul.

Les coefficients a^ a2 ,
. . , a n + i n e&quot;tant pas tons nuls, on supposera

que j
n est pas nul. On pourra determiner alors deux nombres a et y

satisfaisant a la condition

a
1 a-}-az y = (a l , a2) ,

et ces nombres seront premiers entre eux
,
en sorte qu on pourra en-

suite determiner deux nombres
/?

et d par la condition

ad p? = l.

On pourra prendre du reste /?
= a2 : (ffi , a2) ,

6= -f- &amp;lt;*\
(a i &amp;gt;

a^ I
c est

la une remarque dont nous profiterons tout a 1 heure.

Posons

a?, = a rri + /? a&amp;gt;2
j a ou
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liquation (1) deviendra

(2) . . (a1
a2)xi-\-b2 X2-}-a3 x3 -\-a^x4 -\- . . . -+-a n +ixn +i = u.

II est clair que ces Equations (1) et (2) sont e&quot;quivalentes
en cesens,

que si 1 une des Equations est impossible, 1 autre le sera; et que, si

Ton connalt une solution de 1 une de ces Equations ,
on en d6duira une

solution de 1 autre. A deux solutions distinctes d une de ces Equations

correspondent toujours deux solutions e*galement distinctes de 1 autre.

Remplacons maintenant de la meme maniere les inconnues x{ et XB

dans (2) par deux nouvelles inconnues x&quot; et x3 , en posant

(at ,
a2)

a
x 4- a3 ^ = (ax ,

a2 ,
a3) ,

Mi 0171 = 1*

on obtiendra une transformee encore e&quot;quivalente
a (2) et a (1)

(3) . (01, a2 , as) x&quot;
-

On peut continuer ainsi, en op6rant maintenant sur x&quot; et #4 ,
etc.

Apres n transformations, on aura la transformee 6quivalente que

voici

(4) (tti, 02, -, n+ l) #i
n)

4&quot;
faXz -f bsXs-}- &4^4 + 4&quot;

bn + iXn+ l = M,

et Ton obtient les expressions de ajj, . . .
, xn +i au moyen de substitu

tions successives sous la forme

i (n) I / I ~/ I xv. I I x

il/2
:== Aa #1 + 02,2 ^2 ~f~ ^2,3 ^3 ~T ^2,4 #4 -J- . . . -p Og,

iC3= AS iCi 4~ &amp;lt;^3 3 ^3 4&quot; ^3,4 %\ &quot;T I ^3,

(5) .

A JM I /v V _L I

iC4 =^: A 4 X\ ~\~ t*4,4 3/4 ~f~ i&quot;
^*4

Ces formules donneront toutes les solutions du probleme, si Ton

prend pour x{

&quot;\
x2 , x3 , . . .

, xn+l toutes les solutions de (4). Mais on re-

marque que, si Ton prend pour /?
et d les valeurs que nous avons
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indiqu6es plus haut, on a b
2
= 0. En appliquant done toujours le meme

proc6de ,
on aura aussi

&3 &4 = =
*&amp;gt;n + 1 = 0.

Mais alors les solutions de (4) sont en Evidence; il faut eVidemment

que w soit divisible par d, et Ton obtient toutes les solutions de (4) en

prenant x( &quot; ] = u : d, et en donnant a

#2 , #3 , , Xn + 1

toutes les valeurs de oo a -j- oo .

Theoreme VII. On obtient toutes les solutions de liquation in-

d6termin6e (1), et chaque solution
,
une seule fois, en posant x( &quot;)= u : d

dans les formules (5) et en faisant parcourir a x21 . .
,
xn + 1

toutes les

valeurs entieres de oo a -j-

On voit sans difficult^ qu en proc6dant comme nous 1 avons indiqu6,

les coefficients 02,21 0-3,3, o n +i,n+i ont les valeurs suivantes:

02,2
= 01 : (01, 02),

8,8
= (ai, 03) : (i, a2 ,

a3),

21. Cette solution donne lieu a quelques remarques utiles. II est

clair qu en ajoutant les Equations (5) apres les avoir multipliers par

alt o2 ,
. . . , fln+i les coefficients de a%, x3t . . .

}
xn + l ,

s annulent. On a

ainsi des relations homogenes entre alt o 2 ,
. . .

,
on + i&amp;gt; qui de&quot;terminent

les rapports de ces quantite*s. En supposant

on aura

ox : 02 1 o3 : . . . : on + 1
= Mj : M2 : M3 : . . . : Mn + 1 .

Mais il est clair qu on a

Mi = 02,2 X 03,3 X .. X On + i,n + i= ai : d;
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done, gnralement ,

En multipliant done, par exemple, la derniere ligne horizontale du

determinant D par d, on obtient un determinant dont les mineurs ont

les valeurs alf a2 ,
. . .

, n + 1- On voit par la que Ton peut toujours deter

miner n lignes de n -\- I nombres entiers telles qu en ajoutant une

(n + l)
me

ligne et formant le determinant
,

les coefficients multiplies

dans ce determinant par les differents termes de la (n -f- l)
feme

ligne,

soient des nombres donnes.

C est la une proposition donnee par M. Hermite (Journal de Crelle,

t. 40, p. 264), qui en a fait une application tres importante.

22. En cherchant 1 expression de x(

i

w)

, #2, . .., Xn + i comme fonctions

lineaires de x
1 ,
x2 ,

. . .
,
xn + 1 ,

on trouve d abord
,
a cause de 62

= 63=
. . . = bn + 1 = 0.

(ax ,
a2) xi = al

x
1 -\- a2 x2 ,

(fl\ j ^2 ) %/ *^1
== % *^1 T&quot; ^2 *^2 &quot;I ^3 *^3 i

et ensuite on reconnait que les expressions cherchees se presentent

sous la forme

x(? = (oj a?! + a2 a;
2 + . . . + an+ 1 xn + 1 )

: d
,

=
03,1 #1 + a

3,2 #2 4&quot;
a
3,3 iC3 ,

#n + 1 = On -f 1, 1 #1 4&quot;
an + 1, 2 #2 4~ 4&quot;

an + 1, n -hi #n + !

Le determinant des fonctions lineaires au second membre est

demment = 1, comme cela a lieu pour les equations (5), car les deter

minants des deux systemes sont redproques et en meme temps des

nombres entiers. Ces determinants sont done, tous les deux, soit =-\-\,

soit = 1
,
mais il est facile de voir que c est la premiere valeur qui

a lieu.
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On voit done que, tant donn6s les nombres entiers

a
t ,

o 2 ,
. . .

,
an + 1 ,

on pourra trouver toujours n lignes de n -}- 1 nombres entiers
,
telles

qu en les ajoutant a la ligne donne ,
on obtient un determinant 6gal

au p. g. c. d. de O} , Ogt #+ 1.

C est la un r6sultat dont on a souvent besoin. La question a 6t6

pos6e et rsolue par M. Hermite (Journal de Mathematiques appli-

quees, t XIV, 1849). Nous verrons, dans le Chapitre III, qu il est ex-

tremement facile de deduire d une solution particuliere de ce probleme

toutes les solutions possibles.

23. II convient de conside&quot;rer plus particulierement le cas u= 0.

! #! -f 2 X2 + % XB -\~ + n + 1 ^w -M = 0.

Si Ton a m solutions de cette Equation

Ai,i Ai, 2 #1.3 -. *i, n + l (K t )

#2,1 #2,2 #2,3 #2,n + l (K2 )

Km, 1 #m, 2 #n, 3 #m, n + 1 (&-m)

nous dirons que ces solutions sont inde&quot;pendantes, lorsque les deter

minants de degr6 m dont les elements sont puis6s dans cette matrice

(et que nous appellerons les determinants de ces solutions) nesont pas

tous nuls. II est clair qu un systeme de solutions ind^pendantes se

composera tout au plus de n solutions, car, les nombres alt a2 , ...,On + i

n dtant pas tous nuls
,

le determinant de n -\- 1 solutions est toujours

nul. On peut repr6senter une solution par un simple symbole (K x ) qui

repr6sente ainsi n -f- 1 nombres entiers, pris dans un ordre determine.

On peut deduire des solutions (KJ, (K2), . . .
, (Km )

une nouvelle so

lution

(Kl
t
l + K2 t2 + ... + Km tm),

dont les elements sont

#l,r l+V2 + #3,r&amp;lt;3-f
.- + ^,r fm (r= 1

, 2, . . .
,

ft + 1).

Nous dirons qu un systeme de solutions (K t ), (K 2), ..., (Km) forme

un systeme fondamental de solutions
,
dans le cas ou Ton obtient toutes
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les solutions de 1 equation proposed, et chaque solution, une seule fois,

en donnant a f
l ,

t
2 ,

. . .

,
fm toutes les valeurs entieres de oo et -|-

dans 1 expression

(K! \ + K2
/
2 -f . . . + Km /,).

L existence de ces systemes fondamentaux ne fait pas de doute;

nous avons obtenu dej a (the*oreme VII) un systeme fondamental com

post de n solutions.

The&quot;oreme VIII. Un systeme fondamental de solutions se compose
necessairement de n solutions ind6pendantes.

D abord
,
les solutions qui composent un systeme fondamental (K1}

K 2 ,
. . .

,
Kw ) sont n^cessairement inde&quot;pendantes. En effet

,
dans le cas

contraire, on sait qu il existe une relation identique

(K! M! + K2 w2 -|- . . . -f Km vm )
=

,

les wlf M2 ,
. . .

,
um n 6tant pas tous nuls. On obtiendrait done la solution

X =: X% =: . .
= Xn + 1 := ,

non seulement en prenant

(
^

*

2 *m v
&amp;gt;

mais encore en prenant

1
- Wj , 2

- ^2 &amp;gt;
*w ~~ ^w

&amp;gt;

ce qui est contraire a la definition d un systeme fondamental.

Et en second lieu
,
on a n6cessairement m = w. En effet

,
la suppo

sition de m
&amp;lt;

n est inadmissible
,
car il en re&quot;sulterait que m -\- 1 so

lutions quelconques ne pourraient jamais etre ind^pendantes. Or, le

systeme fondamental que nous avons obtenu se compose effectivement

de n solutions inde&quot;pendantes ,
dont les determinants (d apres le n 21)

sont ok : d (k = 1
,
2

,
. . .

,
n + !

)

24. On s assure facilement que n solutions independantes quelcon

ques (KJ, (K 2), . . .

, (Kn )
ne forment pas toujours un systeme fondamental

de solutions Car si Ton cherche a reprsenter une solution quelconque

par
(K l t, + K2

f
2 + ...+Kn tn),

on trouve bien toujours des valeurs determinees pour i
l ,

t2 ,
. . . ,tn ,

mais

ces valeurs seront en g^neVal fractionnaires.
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Theoreme IX. Un systeme de n solutions ind6pendantes ,
tel que

le plus grand commun diviseur de ses determinants

Mj ,
M2 ,

. . .
,
Mn + 1

est = 1
,
forme un systeme fondamental de solutions.

En effet, si 1 on cherche a representer par

(Kl 1+ E1 /1+ ...+ K.y
une solution quelconque bl} b.2 ,

. . .

,
bn + 1, on obtient, pour determiner

t
1 ,

/
2 ,

. . .
,

tn ,
un systeme de n -{- 1 equations lineaires, mais ces equa

tions sont compatibles a cause de la relation

a
1 &j + 2 &2 + . . . -f an + 1 bn + i

= 0.

On peut done, pour determiner les inconnues, faire abstraction d une

quelconque de ces equations ,
et Ton obtient ainsi n -\- 1 systemes de n

equations dont les determinants sont M
x ,
M2 ,

. . .

,
Mw + 1 La valeur de

tk se presentera done sous la forme

/
. _A--_P2 _ _Pn + l

&quot; -&quot; ~

PD Pzt i Pn + i etant des nombres entiers. Mais
,
si la valeur fraction-

T
naire irreductible de t k est

,
s divisera Mlt M2 ,

. . .
,
Mn + i. On a done

s

s= 1
,
c est a-dire tk a une valeur entiere et les solutions independantes

(K!, K2 ,
. . ., Kn )

forment un systeme fondamental, ce qu il fallait de-

montrer. II est clair que les determinants de n solutions independantes
sont proportionnels a alt o

2 ,
. . .

,
an + i (voir n. 21).

Theoreme X. - Les determinants d un systeme fondamental de

solutions sont, abstraction faite des signes,

!
: d

,
a2 : d

,
. . .

,
on + 1 : d.

Designons par (AJ, (A 2), . . .
, (AM)

le systeme fondamental particulier

que nous avons obtenu et dont les determinants sont a k :d(k= 1
,
2

,
. . .

,

n + 1). Alors (Kj), (Kg), . . .
, (K,,) etant un autre systeme fondamental

,

on aura

(a, K! + a
2 K2 + . . . + an K) = (Ax ) ,

n)
= (An).
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On voit par la qu un determinant quelconque a^ : d, du systeme fon-

damental (A^, (A2), . . .
, (An) est egal au determinant correspondant du

systeme fondamental (K^), (K2), (Kn) multiplie par

On a done necessairement A = 1.

La liaison des divers systemes fondamentaux est evidente. On voit

que chaque systeme fondamental fournit une solution du probleme que
nous avons considere dans le n 21.

25. La methode la plus simple pour obtenir un systeme fondamental

de solutions se fonde sur la remarque suivante.

Supposons que Tun des coefficients alt a2 ,
. . .

,
an +i soit egal a

par exemple an + i = d. Alors il est clair que, pour avoir toutes les

solutions de 1 equation indetermmee

01 2i + ffg a?2 + . -i-dnOCn + an + lXn + l =0.

il suffit de donner a xl} x2 ,
. . .

,
xn des valeurs entieres quelconques et

a xn +i la valeur (entiere aussi) qui en est une consequence. On a done,

dans ce cas
,
immediatement un systeme fondamental de solutions cor

respondant a la solution generale

ffi t, -4- a L -4- . . . 4- an tnrf - * /y / rp / /y , .. _ 111 ^ ^ I

| tj , u/2 2? ^n wj ^n + 1 -j

Si le cas particulier que nous avons considere ne se presente pas ,

soit ^ le coefficient non nul
,
dont la valeur absolue est la plus petite.

En posant

^1 =^ ^i ~f~ i ^2 i ^2 ^3 I I
&quot;n &quot;^n + 1

&amp;gt;

on aura une equation transformed

o
x 4 + 62 a^ -f &3 a;3 + + & + i ^ + i = 0.

Par un choix convenable de kly kzt ..., kn on peut faire en sorte que le
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plus petit coefficient de 1 equation transformed soit moindre que a
t
ou

meme ne surpasse pas \ av En continuant ainsi, on tombe finalement

sur une equation dont un des coefficients est d et dont on peut ecrire

immediatement un systeme fondamental de solutions auquel corres-

pondra un systeme fondamental de solutions de 1 equation proposee.

Cetle methode
, qui s applique egalement a 1 equation

I I I

se trouve dans un Memoire posthume d Euler. Jacobi 1 a rappelee a

1 attention des geometres dans un Memoire egalement posthume (Jour

nal de Crelle, t. 69, p. 21).

26. Les nombres a, 6, c, . . .
,

I etant premiers entre eux et

m = a b c . . . I
,

nous savons que le plus grand commun diviseur des nombres , T&quot; T
ct o t

est = 1. N etant un nombre quelconque, on pourra done toujours sa-

tisfaire a 1 equation

c est-a-dire on aura

abc
i i i i i i

Tj
== + y+---+r

N
On verra facilement que la fraction 7

-
, peut se mettre d une

CL C

seule maniere sous la forme

. ..
a b I

E etant un entier positif ou negatif et

La solution de 1 equation indeterminee ax My= l a ete donnee

en Europe , pour la premiere fois
, par Bachet de Meziriac (Problemes

plaisants et delectables, qui se font par les nombres. 2e
edition; 1624.

5e
edition, par Labosne; 1884). Les anciens geometres hindous, Bhas-

cara et Brahmagupta connaissaient aussi deja la solution deceprobleme.
Le probleme du n 11 se trouve traite completement dans d anciens



316 SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

Livres d Arithmetique chinois. On y trouve non seulement la methode

de Gauss (n 13) ,
mais aussi la reduction du cas general au cas ou les

modules sont premiers entre eux (n 15) On peut voir sur cette question

Biernatzki
, Journal de Crelle

,
t. 52.

J. Bertrand
, Journal des Savants

,
1869.

Matthiessen, Journal de Crelle, t. 91.

La fonction
&amp;lt;p (M) a ete consideree pour la premiere fois par Euler.

Les Memoires d Euler sur 1 Arithmetique ont ete reunis en deux vo

lumes (Leonhardi Euleri Commentationes arithmeticse collectae. Petro-

poli, 1819). Nous citerons toujours cette edition; la fonction
&amp;lt;p

se

rencontre dans le Memoire Theoremata arithmetica novo methodo

demonstrata, 1759 (tome I
, p. 274). La demonstration d Euler est repro-

duite dans le tome II de 1 Algebre de Serret. Le theoreme
2&amp;lt;p(d)

= M
est du a Gauss (Disquisitiones arithmeticse, 1801, art. 39; tome I des

CEuvres completes).

Les theoremes de Lagrange sur les congruences se trouvent dans le

Memoire : Nouvelle methode pour resoudre les problemes indetermines

en nombres entiers (CEuvres, t. II) et la demonstration des theoremes

de Fermat et de Wilson, CEuvres, t III
, p. 425.

La consideration d un systeme fondamental de solutions d une ou de

plusieurs equations indeterminees est due a M H.-J. Stephen Smith

(Philosophical Transactions of the Royal Society for the year 1861
;

vol. 151).

Nous indiquerons ici les principaux Ouvrages d un caractere general
sur la theorie des nombres :

Gauss, Disquisitiones arithmetics (CEuvres, t. 1). II y a une traduc-

tion francaise par Poullet-Delisle.

Legendre , Theorie des nombres 3e edition.

Smith, Report on the theory of Numbers (British Association for

the advancement of Science, 1859, 1860, 1861, 1862, 1863, 1865).

C est un resume extremement important sur toutes les parties de la

theorie des nombres auquel nous aurons a emprunter beaucoup de choses.

Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen uber Zahlentheorie
, herausgegeben

von R. Dedekind. Dritte Auflage ,
1879.

Serret, Traite&quot; d Algebre, 5e
Edition, t. II.
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CHAPITRE III.

EQUATIONS LINE&quot;AIRES INDETERMINEES ,
SYSTEMES DE CONGRUENCES

LINEAIRES.

1. Considerons le systeme des congruences

Qi,\ xi -|- a1,2X2 -+- + a
i,n ocn

=
*&amp;gt;; (mod M).

SoitA = |at A le determinant forme avec les coefficients des incon-

nues, puis aik le coefficient de ,-& dans A. On obtient immediatement

&Xi= Ui aM -|- uz a2,i-f . .. -|- un an,i (mod M).

Supposons que A soit premier avec le module M, alors cette derniere

relation determine ime valeur unique de Xi par rapport au module M
;

et ensuite il est facile de voir que les valeurs de xlt x2 ,
. . .

,
xn ainsi

obtenues satisfont bien aux conditions proposees. En effet
,
on trouve

A (a^i x\ + ai,2 afe -f- ~h ,n xn)
= A Ui (mod M)

et, puisque A est premier avec M, on peut diviser par A.

Le systeme des congruences admet done une solution unique dans

le cas particulier que nous considerons. On peut ajouter que les valeurs

de x\, x%, . . .
,
xn satisfont encore a la relation

On+ 1,1^1 + On-f 1,2% -f -\-0&amp;gt;n + l,nXn Un+ i (mod M)

si Ton a

= (modM).

En effet, il est facile de voir que cette derniere congruence peut

s crire sous cette forme

A(wn + i an +i,iXi c/n+1,2% 0n+i,n xn)
= Q (mod M).

2. Les resultats precedents sont ceux qui s offrent immediatement

lorsqu on poursuit 1 analogie evidente qui existe entre la theorie des

congruences et la theorie des equations. Mais si A n est pas premier
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avec M, une etude plus approfondie est necessaire. Elle a ete faite pour
la premiere fois par M. H.-J.-S. Smith, et nous allons exposer sa the-

orie. Les considerations suivantes interviennent non seulement dans

des questions de la theorie des nombres
,
mais elles sont encore utiles

dans beaucoup de theories d arialyse pure ;
aussi plusieurs resultats

isoies ont ete obtenus anterieurement par d autres geometres.

Nous commencerons par etudier les equations lineaires indetermi-

nees, mais il convient d abord de fixer le sens de quelques expressions

dont nous ferons usage.

En adoptant une expression introduite, croyons nous, par M. Syl

vester
,
nous appellerons matrice un Tableau de forme rectangulaire

tf
2, 1 #2, 2 ...

2, m )

&amp;gt;

contenant mn quantites donnees, et nous dirons que cette matrice est

du type n X m. Si Ton a un systeme quelconque d equations lineaires,

les coefficients des inconnues constituent la matrice de ce systeme. Si

les equations ne sont pas homogenes, on pent ajouter a cette matrice

une derniere colonne formee par les termes connus. On obtient ainsi

la matrice compietee du systeme. Les memes expressions s emploieront

dans le cas d un systeme de congruences. Les elements a^k seront tou-

jours des nombres entiers.

Les determinants d une matrice sont les determinants de degre le

plus eleve que Ton peut former avec les lignes ou les colonnes de la

matrice; ainsi, dans le cas m i^ w, ces determinants renferment w2 ele

ments et leur nombre est

m (m 1) . . . (m n-\-\] , .

Le plus grand diviseur d une matrice est le plus grand commun di

viseur des determinants de cette matrice, en supposant que ces deter

minants ne soient pas tous nuls. Dans le cas m = n
,
ce plus grand

diviseur est le determinant meme du systeme des w2 elements.

Nous designerons une matrice souvent par le symbole

HA
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et, dans le cas ou elle est du type nXn, A sera le determinant. Deux

matrices

||
A

||
et

I

B
|

des types m X (m -\- n) et n X (m -j- n) sont de types complementaires.

II est clair que ces matrices out le meme nombre de determinants, et

1 on peut faire correspondre a chaque determinant de
|

A
j

un determi

nant de
|

B
||
et reciproquement, de la maniere suivante.

En ecrivant la matrice
i
B

||
en dessous de la matrice

|j
A

||
on obtient

une matrice

A
B

qui sera du type (m -f- w) X (m -f- n) et a un determinant de A
||
on fera

correspondre le determinant de
j|
B

\\
avec lequel il se trouve multiplie

dans le determinant des (m -f w)
2 elements

A
B

Souvent il n y a pas d interet a faire attention au signe d un deter

minant d une matrice, mais dans le cas actuel il convient de faire en

sorte que le produit des determinants correspondants se retrouve avec

son signe dans le determinant des (m -f- w)
2 elements.

3. Les determinants d une matrice ne sont pas independants ;
il

existe en general un grand nombre de relations identiques entre eux.

Nous allons nous rendre compte d abord de la nature de ces relations

et du nombre des determinants qui sont independants. On pourra con

siderer dans ce numero les elements de la matrice comme des quantites

arbitraires. Considerons la matrice

(1)

ai,i 01,2

#2,1 02,2 2, m + n
&amp;gt;

, m-\-n

du type m X (m -\- n). Le nombre des determinants est

1 . 2 . 3 . , . m
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mais nous aliens montrer qu il y en a seulement mn -f- 1 qui sont ind6-

pendants. Tous les determinants peuvent s exprimer a 1 aide de mn-}-\

d entre eux.

Soit

(2) A = !a,-,*| (i t k=\, 2, ..., m)

le determinant forme par les m premieres colonnes de la matrice. Le

determinant obtenu en remplacant dans A la i
ibme colonne par la m -f- &

i6me

colonne de la matrice sera designe* par Ai
&amp;gt;wl -|-&.

On d6duit ainsi de A mn
nouveaux determinants, i variant de 1 a m, k de 1 a n. On pourra les

disposer dans le Tableau

m,m + 2 . . . m . m _|_ n .

Les ww-J-1 determinants A,Aj m + fc sont independants ;
on peut

trouver une matrice pour laquelle ces determinants out des valeurs

donnees d avance. Prenons d abord arbitrairement les elements a,-,&
de

A, avec la seule restriction de verifier la relation (2). On a ainsi les m

premieres colonnes de la matrice. On peut determiner ensuite la

m _|_ #eme colonne par la condition que les determinants
A,-, m + *(i= 1 2,

. . .
, m) prennent des valeurs donnees. En effet, on obtient ainsi m equa

tions lineaires pour determiner

Le determinant de ce systeme est A- 1
, mais, en le resolvant, on

trouve simplement

(4) .
tti, m f k = (t,l &},m+ k 4&quot;

a ,2 &2,m+ k + ~\~ Cti,m &m,m + k) A,

i= 1
,
2

,
3

,
. . .

,
m

,

k 1, 2, 3, ...,/.

La verification de ces valeurs est du reste immediate
,
et 1 indepen-

dance des mn -j- 1 determinants A, Ai)TO + & est manifeste.

Considerons maintenant un autre determinant A de la matrice. II

contiendra k colonnes appartenant aux n dernieres colonnes de la ma

trice (k ^ 2); soient

m + ^i ,
w -f ^2
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les rangs de ces colonnes. Les autres m k colonnes de A appartien-

dront aux m premieres colonnes de la matrice, c est-a-dire, ce sont des

colonnes de A. Soient

les rangs des colonnes de A qui ne figurent pas dans A . En remplacant
alors dans A les elements a^ m +k par leurs valeurs (4), on obtient, &

1 aide des proprietes elementaires des determinants, la formule

(5) A

Ainsi tous les determinants de la matrice s expriment rationnelle-

ment au moyen des mn-\- 1 determinants A, A,-(TO _|_ A . On voit que A
est egal a un determinant mineur du degre k, puise dans la matrice (3),

divise par A*- 1
. Le nombre des determinants tels que A est

(m)2 (n)2 + (m)3 (w)3 + (m)4 (n)4 + . . .

= (m -f n)m (m) () (m^ (n^ = (m + n)m (m n + 1).

Equations lineaires indeterminees.

4. Considerons d abord le systeme lineaire et homogene

i= 1
,
2

,
. . .

,
m.

Nous supposerons que ces equations sont lineairementindependantes,
c est-a-dire que tous les determinants de la matrice de ce systeme ne

sont pas nuls. Le plus grand diviseur de la matrice a alors une signi
fication precise; soit d ce plus grand diviseur.

Le moyen que nous emploierons pour trouver toutes les solutions

en nombres entiers consiste dans 1 introduction de nouvelles inconnues.

Au lieu de xly x, . . .
,
xm+n ,

on peut introduire de nouvelles incon

nues
,
en posant

i = 1
, 2, . . .

,
m -f- n.

II 21
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Les Ci,fc
seront des nombres entiers, et nous n emploierons que des

substitutions dont le determinant
j
c^ = 1.

On peut alors exprimer reciproquement les x\ par des fonctions li-

neaires a coefficients entiers des xi et, comme nous ne considerons

que les solutions en nombres entiers
,
le systeme transforme sera abso-

lument equivalent au systeme donne, c est-a-dire a deux solutions

distinctes d un des systemes correspondront toujours deux solutions

egalement distinctes de 1 autre.

Parmi les determinants de la matrice de (I) qui ne sont pas nuls
,

il

y en aura au moins un dont la valeur absolue est le plus petit. Nous

pouvons supposer ,
en adoptant la notation du n3, que A soit ce de

terminant minimum. Supposons d abord que tous les determinants

A^ m +& soient divisibles par A. Alors il est clair que Ton obtient la

solution la plus generate de (I) en donnant a x m + i, Xm+2, , %m+n
des valeurs entieres absolument quelconques et en determinant ensuite

x
l ,
x2 ,

. . .
,
xm par les formules

On voit, du reste, par la formule (5) du n3, que, lorsque A divise

tous les A i)m+ fc,
il divisera tous les determinants de la matrice, en sorte

que Ton doit avoir A = + d.

Mais supposons que A ne divise pas tous les A t)W +fc et, par exemple,

ne divise pas AI/W + I. Alors, on peut toujours trouver un entier c tel

que la valeur absolue de

Ai
&amp;gt;m + i C A

soit inferieure a celle de A. La substitution de determinant -f- 1

Xi =x i (i= 1, 2, 3, . .., m, m + 2, m + 3, .. ., m-\-n),

transformera alors le systeme (I) dans un autre systeme dans lequel un

des determinants est Ai, m + i cA. Le determinant minimum du systeme

transforme est done plus petit (en valeur absolue) que A. Si ce deter

minant minimum ne divise pas tous les autres determinants ,
on pourra

encore le diminuer par le meme precede. II est clair que Ton finira

par trouver un systeme transforme dans lequel le determinant mini-
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mum divise tous les autres determinants
,
et dont on peut ecrire alors

immediatement la solution la plus geneVale. Cette solution renferme,

comme nous 1 avons vu
,
n indeterminees auxquelles on peut donner

toutes les valeurs entieres de oo a -j-

Theoreme I. On obtient toutes les solutions du systeme (I) ,
et

chaque solution une seule fois, par les formules

(&amp;lt;=!, 2,. ..,fn-f n),

en donnant a ^ ,
t2 , ,

tn toutes les valeurs entieres de oo a -f- oo .

II est clair qu en substituant les expressions (II) dans le systeme (I),

les coefficients de ^ , t% ,
. . .

,
tn doivent s annuler.

On obtiendrait done encore des solutions de
(I) en donnant a tlf t2 , .,

tn

des valeurs fractionnaires. Mais il est clair que Ton ne peut jamais

obtenir
,
de cette fagon ,

une solution de (I) en nombres entiers
,
car

toute solution entiere correspond a un systeme unique de valeurs en

tieres de ^ ,
t2 ,

. . .
,

tn .

Pour obtenir
,
dans un cas donne

,
la solution generale sous la forme

(II), il sera plus pratique de proceder autrement. On cherchera
, par

exemple, par la methode d Euler (Chap. II
, 25) ,

la solution generale de

qui renfermera m -\-n 1 indeterminees
, puis on introduira ces valeurs

dans la seconde equation

etc.
, jusqu a ce que Ton ait epuise les m relations donnees.

Si 1 on transforme
, comme nous 1 avons fait

,
le systeme (I) ,

il est

clair que tout determinant du systeme transforme est une fonction

lineaire a coefficients entiers des determinants de(I),et reciproquement.
On voit par la que le plus grand diviseur des deux matrices est le

meme et
, par consequent ,

dans le precede que nous avons employe

plus haut, on trouvera finalement un systeme dont la matrice a un

determinant minimum egal a d.
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5. Considerons r solutions du systeme (I)

1,1&amp;gt; Ol,2, . . ,

02,1, 02,2, ,

a
r, 1 1

a
r, 2 , ,

a
r, m+ n ,

que nous designerons quelquefois aussi par de simples lettres A1? A2 ,

. . .
,
A r . Ces solutions sont independantes si tous les determinants de

degres r ne sont pas nuls. II est clair que 1 on peut trouver tout au plus

n solutions independantes, car, puisque toutes les solutions sont com

prises dans les formules (II) (n 4) qui ne renferment que n indetermi-

nees, n -J- 1 solutions ne sont jamais independantes. En multipliant les

solutions precedentes par ^, ?2 ,
. . .

,
tr et en ajoutant, on obtient une

nouvelle solution

AI f
j -J- A2 *2 ~| ~T&quot;

&quot;r ^r

dont les elements sont

Xi= ai,i t\ -\- a^,i tz + . . . -j- ar,i tr .

Nous dirons que les solutions

-&quot;1 ? -^2 &amp;gt;

Ar

forment un systeme fondamental de solutions, lorsque 1 on obtient

toutes les solutions possibles, et chaque solution une seule fois, en

donnant & ^ , 2 ,
. . .

,
tr les valeurs de oo a -|- L existence de ces

systemes fondamentaux de solutions ne fait pas de doute, car nous

savons
, par le theoreme I

, que

@i, 1 , fii, 2 , , fii,m-\-n

(t=l, 2, ..., n)

est un tel systeme.

Theoreme II. Un systeme fondamental de solutions se compose
de n solutions independantes.

Ce theoreme est une generalisation du theoreme VIII du Chapitre II;

la demonstration est exactement la meme.

La matrice formee par n solutions independantes ,
ou par un systeme

fondamental de solutions, est du type n X (m -\- w), done du type com-

plementaire de la matrice du systeme (I).
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Consid6rons la matrice du systeme (I) et la matrice formee par n so

lutions inde*pendantes

*wi, 1 j nt
}
2

&amp;gt; , *jw, wt -f- w ,

a
l,l,

al,2, , l,m + n

&amp;gt; &amp;gt; J &amp;gt;

n, 1 a
n, 2 , , M, w + n-

Les relations qui existent entre ces nombres se re&quot;duisent a ceci : que
la somme obtenue en multipliant les elements d une quelconque des m

premieres lignes par les 61e*ments correspondants d une des n dernieres

lignes est nulle.

On voit done qu il y a une reciprocite complete entre les deux ma
trices

,
et si Ton considere le systeme ind6termine&quot;

I yv II f\

(i=l, 2, ...,n),
les nombres

0, 1 5 0, 2 , , 0f, m + n

(z
= l,2,...,m),

en donneront m solutions inde&quot;pendantes.

D apres ce que nous avons dit dans le n 2, on peut faire corres-

pondre a chaque determinant de la matrice
;| ff,*|! un determinant de

la matrice ! a
iik ||

d un systeme de n solutions inde&quot;pendantes.

Th^oreme III. La matrice d un systeme fondamental de solutions

a 1 unite pour plus grand diviseur.
\

Consid6rons
,
en effet

,
les formules

qui renferment la solution la plus g6n6rale. II est clair d abord que

car
,
si ces nombres 6taient tous divisibles par c

&amp;gt;
1

,
on trouverait une

solution entiere en posant t
1
=

,
ce qui, on le voit facilement d apresC

ce que nous avons dit plus haut, est contraire a la nature d un systeme

fondamental de solutions.
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Ensuite
, je dis que les determinants de la matrice

02, 1 , 02, 2 , , 02, m + n

ont aussi 1 pour plus grand commun diviseur. Car si ces determinants

etaient tous divisibles par c
&amp;gt;

1
,
c ne divisera pas tous les elements de

la premiere ligne, par exemple c ne divisera pas 0i,i; mais alors on

trouverait encore une solution entiere en posant

fat t . . i
ft 1

.

c c

ce qui est impossible.

Ensuite, je dis que le plus grand commun diviseur de la matrice

01,1 1 01,2, , 01,n-(-n,

02, 1 , 02, 2 , , 02, m + n ,

03,1, 03,2, , 03,m + n

est encore = 1. Car si ce plus grand diviseur etait c&amp;gt; 1, c ne diviserait

pas , par exemple ,
le determinant

01,1 01,2

02,1 02,2

et, en posant

02, 1 02, 2

03,1 03,2

03, 1 03, 2

01,1 01,2

01,1 01,2

02, 1 02, 2

on trouverait encore une solution entiere
,
ce qui est impossible.

II est clair que Ton peut continuer ainsi
, pour arriver au th^oreme

6. En cherchant a exprimer une solution quelconque

a
2 ,

par un systeme fondamental de solution
i)fc ,

on est amene a determiner

n inconnues $1? tz ,
. . .

,
tn par m-\-n equations

i
=

01, t ^1
4&quot; 02,f h -\~ - n,t

(t=l, 2, ..., w-f-n).

On sait d avance qu il existe une solution unique et en nombres en-

tiers ;
ce systeme lineaire doit done presenter certaines circonstances
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particulieres. Nous aliens montrer qu elles se r6duisent a ceci : d abord

le plus grand diviseur de la matrice du systeme est = 1
,
ensuite tout

determinant de la matrice completee se compose de n -f- 1 solutions.

Theoreme IV. Un systeme de m -f- n equations entre n inconnues

z,i fa 4&quot; 4&quot; Pn,i ?n

(i=l, 2, ..., w + n)

admet toujours une solution unique et en nombres entiers
, lorsque le

plus grand diviseur de la matrice du systeme est = 1 et que tons les

determinants de la matrice completee sont nuls.

Nous ajouterons un theoreme analogue sur les congruences.

Theoreme V. Un systeme de m-f- n congruences entre n inconnues

at == Pi ti ti -f #s,i fe -f . . . + Pn,i tn (mod M) ,

(i ==l,2,...,m+ n)

admet toujours une solution unique, lorsque le plus grand diviseur de

la matrice du systeme est premier avec M et que tous les determinants

de la matrice completee sont = (mod M).

II suffira de demontrer ce dernier theoreme; nous pouvons ecrire les

congruences donn6es ainsi

A,-= a t
- (modM), (i= 1, 2, . . .

,
m -f n),

les At etant des fonctions lineaires en t
l ,t2 , ..., tn . Considerons le deter

minant minimum A de la matrice de ce systeme. Si A divise tous les

autres determinants
,

il sera premier avec M d apres notre hypothese.

Les n congruences correspondantes admettront alors une solution

unique et cette solution satisfera aussi a toutes les autres congruences

(voir le n
1^.

Mais si

A=
fr, k \ (i,* = l

&amp;gt; 2,...,n)

ne divise pas tous les autres determinants
,

il ne divisera pas , par



328 SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

exemple ,
le determinant

h n + fin, n + 1

Pl,n fan ... Pn, n

Mais alors on pourra remplacer le systeme donne par le systeme

equivalent

A,= a t (i= 1, 2, . . ., n,n-|- 2, w-f- 3, . . ., n + m),

et ce nouveau systeme aura, pour une valeur convenable de c, un de

terminant minimum plus petit que A. On pourra ainsi diminuer le de

terminant minimum jusqu a ce qu il soit devenu egal au plus grand
diviseur de la matrice donnee. II divisera alors tous les autres deter

minants et Ton est ramene au cas que nous avons considere d abord.

Le theoreme IV peut se demontrer d une fagon toute semblable, ou

encore par le raisonnement que nous avons fait dans la demonstration

du theoreme IX (Chapitre II).

Nous indiquerons encore une autre demonstration du theoreme V.

Si Ton ecrit

P V Q V T? vJT /\ V^J /\ XX //\ . . .
y

ou P, Q, R, . . . sont des puissances de nombres premiers distincts, on

reconnait facilement que les congruences donnees admettent une solu

tion unique, par rapport a chacun des modules P, Q, R, . . .
,
d ou Ton

peut conclure qu elles en admettent aussi une par rapport au module M.

7. Multiplication des matrices. - Soit

ou
||
A

I

une matrice du type n X (m -f- w), (m ^ 0),

I Ci, k | (i,*=l, 2, ..., w),

ou C
||,

une matrice du type n X n, nous representerons par



SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 329

une matrice du meme type que ||
A

||
et dont les elements sont

^=1,2,...,

Lorsque ||
C

x ||
est encore du type w X n, nous ecrirons

Hd || X II
A

|i
= 11^ || X |C||X:|A||,

et il est facile de voir que

C, XIICIIX |

A
||
=

III CJ XII CHI XII A ||.

Mais on ne peut pas permuter les deux matrices dans un produit,

et si 1 on considere un produit de plusieurs facteurs

C n X I Cn-lil X... X j|C X II Ail,

on suppose toujours que toutes les matrices
: C& |,

sont du type n X n:

seule la matrice ||A|| peut etre du type nX(m-\-n), le produit est

toujours du meme type que |
A ||.

II est clair que , lorsque

||
A =||C I XII A ||,

tout determinant de li A || est 6gal au determinant correspondant de

||
A

|| multiplie par le determinant C |. Les determinants correspondants
de A|| et A

|
seront proportionnels et si, en particulier, le plus

grand diviseur de A est = 1, le plus grand diviseur de
|j
A

jj
sera

la valeur absolue de C |.

Dans le cas ou le determinant

Cl,l Ci,2 ... Ci )W

C2,l C2,2 . C2,n

Cn, 1 Cn, 2 Cn, n

nous designerons par ||
C

i&quot;

1 la matrice

Y i&amp;gt;k

etant le coefficient de c^k dans le determinant
|

C !.
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On voit que

et de la relation

on peut conclure
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A II
= II CIIXII4II,

8. Soit
| A|| la matrice formee par n solutions independantes, jBi

la matrice form6e par up systeme fondamental de solutions.

Puisque les solutions de
||
A

|| peuvent se d6duire du systeme fonda

mental
||
B ||, cela revient

,
avec notre nouvelle notation

,
a dire que

II
A

||
=

|

C IXIIBH.

II est clair que le plus grand diviseur de
||
A

||
est = C

| , et, dans

le cas
|

C = 1
, ||

A
II

est 6videmment aussi un systeme fondamental

de solutions
,
car

||
B

| =|| Oil- 1
XII A||.

Si Ton considere plusieurs systemes de n solutions independantes ,

ou de systemes fondamentaux
,
les determinants correspondants seront

toujours proportionnels.

Theoreme VI. --
Lorsque le plus grand diviseur de la matrice

|
B i

du type n X (m + n)

est =1, et que les determinants d une matrice

||
A

I

du type n X (m -f- n)

sont proportionnels aux determinants correspondants de
| B||, on a

toujours

||A||= ICIixllBH

et la matrice
||
C

||
est unique.

En effet, on obtient pour determiner c t,i, c,,2, ,
c
t)W

les equations

Ct&amp;gt;i,k

= Ci
t
i &i,fc -\- Ct,2&2,fc -(-... 4&quot; Ci, n bn,k,

k = 1
,
2

,
. . .

, (m -\- n).
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Un determinant quelconque de la matrice complte de ce systeme ,

tel que

i,i 62,1 ...

est mil, car d apres la proportionnalite suppos6e entre les determinants

de
jj
A

||
et de

j|
B

! , il est permis de remplacer partout 6,,^ par a,-(& ,
a

condition de diviser apres par un certain nombre entier le facteur de

proportionnalit6.

Mais on obtient ainsi un determinant avec deux colonnes identiques.

Done
,
d apres le theoreme IV, il existe un systeme et un seul de va-

leurs Ci,i, c,-,2, . . .
, c, M qui satisfont a la question.

On voit qu une matrice du type n X (m -j- w) dont les determinants

(non tous nuls) sont proportionnels aux determinants de la matrice |JB||

formee avec un systeme fondamental (ou avec n solutions indepen-

dantes) est necessairement composee avec n solutions independantes.

Theoreme VII. Les determinants d une matrice formee par n so

lutions independantes, du type n X (m-\-n), sont proportionnels aux

determinants correspondants de la matrice du type m X (m -f- n) du

systeme indetermine donne (I). En particulier, un determinant d un

systeme fondamental de solutions est egal au determinant correspon-

dant du systeme (I), divise par d.

II suffira de faire voir que le theoreme se trouve v6rifie pour un

systeme particulier de n solutions independantes. Un tel systeme peut

se deduire des considerations du n 3. Supposons que le determinant

A ne soit pas nul
,
alors on a le systeme suivant de n solutions inde

pendantes

A, 0, 0, ..., 0,

Ai,rn+2, A2,w+2, ..., &m,m+2, 0, A, 0, ..., 0,

0, 0, 0, ..., A.
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En effet
,
ce sont la bien n solutions

,
car on a [form. (4) ciu n 3]

a,-,i &!,+* -f**M &2,m+k -\- -f- tf,roAm,m + A; Of ,,,+* A =0.

Ces solutions sont ind6pendantes ,
car Tun des determinants est ( A)

w
.

Et si 1 on considere maintenant les determinants de cette matrice

qui correspondent aux mn-\-l determinants que nous avons considers

dans le n 3, on reconnait immediatement qu ils n en different que par
le facteur ( l^A&quot;-

1
,
et cette proportionnalite s etend ais6ment aux

autres determinants.

Plus generalement ,
on peut obtenir n solutions independantes ainsi.

Soit

D =
l,m+n

n, 1 CM, m + w

Puisque tous les determinants de la matrice donnee ne sont pas nuls
,

on pourra choisir les nombres c t,^, de maniere que D ne soit pas nul.

Designant alors par C&amp;lt;,*
le coefficient de c

ijk
dans D, il est clair que

1 on a le systeme suivant de n solutions

et
,
d apres un theoreme connu

,
un determinant quelconque de cette

matrice est egal au determinant correspondant de la matrice
j{ a^k ||

multiplie par D&quot;-
1

.

9. Nous aliens resoudre maintenant le probleme suivant. fitant

donnee une matrice

du type n X (m -j- w), dont d est le plus grand diviseur, trouver toutes

les solutions de liquation

le determinant
j

C
j

etant d. II est clair que le plus grand diviseur de
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Bjj est 1
,
et si Ton a trouve une matrice dont les determinants sont

proportionnels a ceux de
j

A et dont le plus grand diviseur est = 1,

on pourra la prendre pour jj
B

j
;
la matrice

,j
C

|

s en deduit d apres le

theoreme VI.

On peut obtenir une telle matrice \\ B !

i en considerant le systeme
indetermine dont la matrice est

;

A
[J.
On cherchera m solutions inde-

pendantes formant une matrice
||
A

[j. Ensuite, on cherche un systeme
fondamental de solutions du systeme indetermine dont la matrice est

I

A
jj.
La matrice formee par ce systeme fondamental satisfait evidem-

ment aux conditions.

Mais voici une autre methode qui sera preferable ordinairement.

Divisons d abord la premiere ligne horizontale de
j

A
|| par le plus

grand commun diviseur des nombres qu elle renferme, on aura ainsi

la matrice

bl,i t 61,3, .
,

Soit maintenant d
l

le plus grand comrnun diviseur de la matrice

formee avec les deux premieres lignes. Je dis que Ton pourra deter

miner un nombre x satisfaisant aux congruences

i= 1
,
2

,
. . . m -f- n.

C est ce qui rdsulte du theoreme V. En retranchant done de la seconde

ligne, la premiere multiplied par x, elle deviendra divisible par d^ et,

apres la division
,
on aura une matrice

et le plus grand diviseur de la matrice des deux premieres lignes est

_ -i

Soit rf2
le plus grand diviseur de la matrice des trois premieres

lignes, les congruences

-\-yb2,i
= a3,i (modd2),

(i= 1 , 2 ,
. . .

, m -f- n)
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admettent encore une solution, d apres le th^oreme V. En retranchant

de la troisieme ligne la premiere multipliee par x et la seconde ligne

multipliee par y, on pourra diviser par d2 et
,
dans la matrice obtenue

le plus grand diviseur de la matrice partielle formed par les trois pre

mieres lignes est = 1. II est clair que Ton peut continuer ainsi, on

finira par trouver une matrice

k = 1
,
2

,
. . .

,
n -f-

dont le plus grand diviseur est = 1
,
et il est clair que ses determinants

seront proportionnels a ceux de
|

A
|

. On peut remarquer que ce pro-

ce&quot;d6 donne
,
dans le cas m = 0, une nouvelle m^thode pour la construc

tion d un determinant = 1.

Ayant ainsi obtenu une solution particuliere

||A||
= (|C!|X|!B||,

il est facile de voir que la solution la plus ge&quot;n6rale
sera comprise dans

les formules

|| A|| = |!
C

|| X|| B ||,

ou

|| BO I =||E||X||B||,

iiCol^llCIIXllEH-
1
,

[

\

E
j

e&quot;tant une matrice quelconque du type n X w dont le determinant

est 1.

Lorsque ||
A

J|

est la matrice de n solutions ind6pendantes du sys-

teme (I), la matrice
|

B
|

sera composee d un systeme fondamental de

solutions.

10. On peut obtenir la solution du systeme

a,
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encore par une autre methode, un peu diffeYente de celle que nous

avons exposed dans le n4, et qui conduit a un resultat dont nous

aurons besoin plus loin.

Nous avons vu
,
dans le Chapitre II, que par une substitution lineaire

de determinant 1
,
on peut tranformer 1 expression

01,1 #1 H- al,2 ^2 -f- 4&quot; ai,

en dixi, di 6tant le plus grand commun diviseur des coefficients ai,i,

A 1 aide de cette transformation
,
on dEduira de (I) un systeme Equi

valent dont la matrice affectera la forme

d
l

...

Les coefficients 02,2, #2,3, 02,m + n ne peuvent pas etre tous nuls,

car tous les mineurs du second degre* des deux premieres lignes seraient

nuls; la meme chose aurait lieu pour la matrice de a,-^, ce qui est

centre 1 hypothese admise. En opdrant done sur les variables x^, 0%,

-
&amp;gt;

%m + n, on pourra transformer encore le systeme de maniere a ob-

tenir un nouveau systeme dont la matrice affecte la forme

d
l ...

02,1 d2 ...

03, 1 03, 2 03, 3 03, ro + n

, m + n

d% dtant le p. g. c. d. de 02,2, 02,3, , 2,m + n- En continuant ainsi, on

sera amene&quot; finalement a une matrice de la forme

(A)
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II est clair qu on aura d= d
l
d2 1/3

. . . dm , et si les nouvelles incon-

nues sont yt , y2 ,
. . .

, ym + n ,
la solution la plus ge&quot;ne&quot;rale

s obtient en

posant
V\ = 2/2

=
2/3
= = 2/m = 0,

tandis que t/w + i, ym + z, , ?/m + n peuvent prerdre toutes les valeurs

entieres de oo a -j-

On peut simplifier encore le tableau (A). En remplagant d abord
y.&amp;gt;

par I/, cz/! ,
il est clair qu on peut faire en sorte que le coefficient ftz,i

devient positif, mais infe&quot;rieur a d
z . En remplagant ensuite yz par

ys
_ C y^ c

y&amp;lt;&amp;gt;, onpeutassujettir les coefficients
/?3 .i&amp;gt; ,#3,2 aux limitations

Og^3,l&amp;lt;C?3 , 0^^3; 2&amp;lt;^3 .

On voit, en definitive, qu il existe toujours une substitution de d6-

terminant 1
5
tel QUG IG systeme transform^ a une matrice de la forme

particuliere (A), ou les coefficients d
t ,

dz ,
. .

,
dm sont positifs et

Og/8i|fc &amp;lt;d&amp;lt; [*=1,2, . ..,(i 1)]

(voir Hermite, Journal de Crelle, t. 41, p. 192). On verra facilement

que cette forme r6duite (A) est unique. La nature invariantive des co

efficients du tableau (A) s apergoit aisement. D abord il est clair que

di est la plus petite valeur (sauf 0) que peut avoir 1 expression

a,l#l -j-i,2^2 -f- H~ a^m +nXm + n,

x
1 ,xz ,...,xm + n 6tant H6s par les relations

/c= l, 2, 3, ...,(*-!).

Ensuite /S2,i
est la plus petite valeur que peut avoir la fonction lingaire

Cll,\X\ -\~ -f- 0*2, m + n %m + n .

x^Xzt ...,xm + n tant H6s par la relation

1,1 iCl 4&quot; -h ai )Wn- M aJm + n= rfl-

Ensuite /?8,i, ^3,2 sont les plus petites valeurs de

#3, 1 Xi -f~ ~h #3, H- n 3Jm + ,

x11 x2 ,
. . .

,
xw+n e&quot;tant assujettis, dans le premier cas, aux relations

Ctl,\Xi -|- -}- ai,m + nXm + n= d\

02, 1 #1 4&quot; ~h a
2, m + n %m + n= /?2, 1
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et
,
dans le second cas

,
aux relations

1,1 #1 4&quot; H~ al,m + n %m + n= 0,

2,1^1 -}- -f~ 2,m + n^rn + n= C?2,

ainsi de suite.

11. ConsideVons maintenant le systeme non homogene

(III) .... a^\Xi -+-ai,-2X2 -\- . . . -f-at,m+n#m+n= w,-

(i
= 1

,
2

,
. . .

, m).

Soit d le plus grand diviseur de la matrice de ce systeme ,
d le plus

grand diviseur de la matrice completee
,

il est clair que d divise d.

Mais, en eiiminant m 1 des inconnues, on reconnalt que tout deter

minant de la matrice completee , qui n est pas en meme temps un de*-

terminant de la matrice non completee ,
doit etre divisible par d. Pour

que le systeme (III) admette des solutions, il est done neVessaire que
Ton ait d= d . Mais cette condition est aussi suffisante.

Theoreme VIII. Pour que le systeme (III) admette des solutions,

il faut et il suffit que le plus grand diviseur de la matrice du systeme
soit

e&quot;gal
au plus grand diviseur de la matrice completee.

En effet, dire que le systeme (III) admet une solution
,
c est la meme

chose que de dire que le systeme homogene

Wt#0-h 0-t,l#l -f 1,2X2+ + ai,m + nXm + n= Q

admet une solution ou x = 1. Or la solution
ge&quot;ne&quot;rale

du systeme

homogene est

Xi= /?o,t fo ~h Pl,i tl -j- 4&quot; Pn,i tn ,

2 = 0, 1,2, ...,(w + n).

En supposant d= d les determinants de la matrice des
j /?,-,* || qui

renferment les coefficients /?o,o, /?i,o, . .
, /#n,o sont ^gaux aux ddtermi-

nants correspondants de la matrice du systeme homogene ,
divise&quot;s par

d. Mais ces determinants sont simplement des determinants du sys

teme (III), et en les divisant par d on obtient des nombres dont le

p. g. c. d. est = 1. II est clair par la que le p. g. c. d. de $),o,/?i,o, ..., /?n,o

est aussi = 1
,
et

, par consequent ,
on peut donner a tQ ,

tlt . . .
,

tm des

valeurs telles que x = 1. On reconnaitrait aussi facilement la

II 22
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de ce thdoreme a 1 aide de la methode de reduction du n 4. On voit,

d apres ce theoreme , que si Ton considere 1 ensemble des solutions du

systeme homogene (I), la plus petite valeur de#fc(saufO) est -=-, dk

e&quot;tant le plus grand diviseur de la matrice obtenue en supprimant la

/ji&me colonne. Cette valeur -^ est done, dans tout systeme fondamental

de solutions

fti.lt &,2, .
, A, m+ n,

i= 1
,
2

,
. . . ,

n

le p. g. c. d. de p
1&amp;gt;k

, fa kj . . .
, pn&amp;gt;k

.

II est clair que pour obtenir la solution la plus ge&quot;ne&quot;rale
du systeme

non homogene (III), il suffit d ajouter a une solution particuliere la

solution la plus ge&quot;ne*rale
du systeme homogene (I).

12. Si le systeme (III) admet une solution pour certaines valeurs de

MJ, Mg, . . .
,
M TO ,

il en sera de meme encore si Ton remplace ces nombres

par Vj, t?2 , ..., vmt ou

m= Vi (modd), t=l,2,...,m.

La possibility ou 1 impossibilit^ du systeme ne depend done que des

re&quot;sidus de w1? M2 ,
. . .

,
wm , par rapport a d. Le nombre total de ces sys-

temes de residus est de dm
,
mais pour dm ~ l de ces systemes seulement,

les equations (III) admettent une solution. Pour le reconnaltre, il suffit

de recourir a la transformation du n 10, qui donne un systeme equi

valent de la forme

&amp;gt;3,22/2

~

&amp;gt;

Mm = #n, 1 2/1 + An, 2 /2 + + ftm.m -1 2/m - 1 + ^m 2/m ,

II est clair d abord que w
x
ne peut avoir que -3- valeurs par rapport

i

au module d. A chacune de ces valeurs de WT correspond une valeur
7

determinee de yl
et ensuite evidemment -=- valeurs de it2 par rapport

1*2

au module d. A chaque systeme de valeurs de w
x
et w2 correspondent
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j

ensuite des valeurs determinees de yl
et ?/2

et ensuite -^- valeurs de M3a3

par rapport au module d, etc. Le nombre total des systemes de r6sidus

de Mn w2 ,
. . .

,
Mm , par rapport au module d, est done

-|-X-|-X...x|- = d
- 1

. C.Q.P.D.
M! u2 Wm

Parmi les valeurs admissibles pour M, figure toujours la valeur M,= 0,

et si Ton se donne d avance

MX
= w2

= . . . = UK= ,

les Mfc + i, . . .
,
Mm ne peuvent plus repr^senter quedm ~* systemes de

r6sidus par rapport au module d. Mais
,
en raisonnant comme tout a

1 heure
,
on voit que , parmi ces systemes ,

il n y en a que

(lm k

s
-^-- -5- = d, d2

. . . d& X d&quot;*-*-
1

,

pour lesquels le systeme (III) admet des solutions. II est clair que
dx

d2
. . . dit est ici le plus grand diviseur de la matrice des k premieres

des equations (III).

13. Ces propositions ont lieu encore dans le cas w= 0, lorsque le

nombre des Equations est egal au nombre des inconnues
,
et nous allons

en faire une application dans un cas de cette nature.

Prenons un systeme de m2 nombres entiers

a,-, k (,&= !, 2, ...,w),

dont le determinant

& =
\cii, k \

est positif &amp;gt;
0.

Si 1 on considere les equations

, , dA dA ^A
V
A

/ v- ^1 ~t~ A /. ^2 T&quot; T~ AT; Xm M *

oaf,i ofl&amp;lt;,2 V&amp;lt;KM

i= 1, 2,..., M,

le determinant est A*&quot;&quot;

1
, et, d apres ce qu on vient de voir, il y a

A(-i) systemes der^sidus M, par rapport au module A- 1

pour lesquels
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le systeme (A) admet une solution entiere. Mais la solution de ce sys

teme est donnee par les formules

A Xi= d\,i Ui -f- 2,t W2 + + dm, i Um ,

i= 1
,
2

,
. . .

,
m.

On voit done que si le systeme a une solution entiere pour un sys

teme de valeurs de %, M2 , ..., wm ,
il en aura encore une en remplagant w t

par Vi= Ui (mod A). Soit k le nombre des systemes de residus des w t par

rapport au module A
, pour lesquels les equations (A) admettent une

solution, un tel systeme en engendrera evidemment Am &amp;lt;

m - 2
&amp;gt;

par rap

port au module Am - 1
;
done

k x Aw(m - 2)= A^-^
,

k = A.

II est clair, du reste
, que ce nombre k est simplement le nombre des

solutions des congruences

ai,Mi -\-ctz,iU2 -[- + o^iMm^O (mod A),

et, d apres un theoreme que nous rencontrerons plus loin, on peut

conclure de la aussi cette valeur k= A.

Ce resultat peut s enoncer ainsi :

The*oreme IX. II y a exactement A systemes de nombres entiers

xlt xzy ...,xm qui satisfont aux inegalites

, dA dA dA
&amp;lt; vr- #1 + ^

- X2 + + ^
- xm &amp;lt;

A^
da,-

(i=l,2, ..., w).

Dans les cas w = 2,m:=3, ce theoreme admet une interpretation

g6om6trique tres simple. ConsideVons dans 1 espace trois axes rectan-

gulaires OX, OY, OZ et le reseau de tons les points dont les trois coor-

donne&quot;es x,y,z sont des nombres entiers. Soient

trois points du r6seau; nous supposerons que

A =

soit different de ze&quot;ro et positif. Alors A est le volume d un
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pipede dont trois aretes sont A, OB, 00. Soient On A^B^Cj les

sommets du
paralle&quot;le&quot;pipede oppos6s a 0, A, B, C.

L equation de la face B C est

et 1 equation de la face opposee 0, El
C passant par le sommet Ol est

Les trois inegalites

n&amp;lt;

dA x + ^ A Y
I

^ A
Z&amp;lt;-Au .= :*. ^~r^.. * ^ ^ \ a

expriment done que le point X, Y, Z est a 1 int^rieur du para!161e&quot;pipede

ou sur 1 une des faces passant par ,
mais non sur une des faces pas

sant par O
lt
Le theoreme IX exprime done qu il y a exactement A

points du re&quot;seau qui satisfont a ces conditions. Une 16gere attention

suffit pour reconnaitre que, dans ce denombrement
,

il ne faut compter

qu un des huit sommets de parall^lepipede : c est le sommet 0. Quant
aux points sur les aretes (mais qui ne sont pas des sommets) ,

il ne faut

compter que les points qui sont sur les trois aretes passant par 0. Enfin,

pour les points sur les faces (mais non sur une arete) ,
il ne faut compter

que ceux qui sont sur les trois faces passant par ,
mais non ceux qui

sont sur les trois autres faces.

II est clair qu on obtiendrait le meme nombre A
,
en comptant tous

les points sur les faces, aretes, sommets, si Ton adopte cette regie de

compter un sommet pour ,
un point sur une arete pour \ ,

un point

sur une face pour .

II serait extremement facile de d6montrer directement ce resultat

en prolongeant les aretes OA, OB, OC jusqu en A , B , C ,
de telle ma-

niere que

= /c.OC,
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k etant un entier, et en considerant alors le parallelepipede avec les

aretes A
,
OB

,
OC . Le rapport des volumes des deux paralleiepipedes

est A;
3

,
et 1 on reconnalt aussi que le rapport des nombres des points du

r6seau a Tinterieur des deux paralleiepipedes (compt^s d apres la regie

indiquee) est aussi exactement ti
3

. Or, d apres la definition meme du

volume, le rapport du volume et du nombre des points a 1 interieur

du parallelepipede OA B C doit tendre vers 1 pour k= &amp;lt;x&amp;gt; . Mais puisque

ce rapport ne varie pas ,
il est toujours = 1.

On peut se placer a un point de vue un peu different. Consid6rons

dans 1 espace le r6seau des points dont les coordonnees sont des mul

tiples de y, k etant un nombre entier. Le volume d une certaine

partie de 1 espece peut etre defini alors (d apres Lejeune-Dirichlet)

comme la limite du rapport

M: fc
3

pour k = oo
,
M etant le nombre des points du re*seau qui appartiennent

a la partie de 1 espace que 1 on considere. Adoptant cette definition de

volume
,
on peut conclure directement du theoreme IX que le volume

du parallelepipede OABC est exprime par le determinant A.

On comprendra maintenant que M. Smyth a pu d6duire de ces con

siderations une demonstration arithmetique de la formule de transfor

mation des int6grales multiples.

Solutions de quelques problemes sur les matrices.

14. Etant donne une matrice

OU A

du type 1 x (w -J- 1), dont d est le plus grand diviseur, nous avons vu

(Chap. II
, 22) qu on peut trouver toujours une matrice

i = 1 . 2 . . . .
,

-.,.,,,-, .

Ifl ,,,,:v i:il f*

ou

du type n (n + 1) ,
telle que le determinant
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Proposons-nous maintenant de trouver la solution la plus geneYale

de ce probleme. II est clair, en divisant tous les Elements de
|j
A

j| par d,

qu on peut supposer d = 1. Cela etant
,
si Ton a

= 1,

||
C

|

e&quot;tant une solution quelconque, nous savons, par le theoreme VI,

qu il existe toujours une matrice
|

E
|

du type (n -j- 1) X (w + 1) (et

une seule) ,
telle que

(1)
C
=

11 EH x
B

ou ||E I

1. Mais il est clair que la matrice ||E|| doit avoir ici la

forme particuliere

1 ...

Pl 61,1 6i
t
2 ...

01, n

P2 02,1 2,2 . *2,n

Pn 0n,l Cn,2 ... n,n

PitP2t - iPn etant arbitraires et e,-,A;i^l. Avec cette expression

de
||
E ||, la formule (1) renferme done toutes les solutions du probleme

et chaque solution une seule fois. On peut mettre cette solution sous

une autre forme en remarquant que la matrice
||
E

|| peut se mettre

sous la forme

&amp;lt;?i&amp;gt; &amp;lt;?2 (?n etant des nombres qui peuvent avoir des valeurs arbi

traires. En substituant cette expression dans la formule (1), on obtient

sans difficulte la matrice la plus gdneVale ||C|| qui satisfait au probleme,
sous la forme

C = e,- fc X &,* &amp;lt;

B
||
=

||
b
ijk |

etant une solution particuliere.
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15. Plus generalement ,
soit

AllOU
i = 1, 2, ..., m
=1, 2, ...,&amp;lt;*+*&amp;gt;]

une matrice donn6e du type m X (m -f w) ,
dont d est le plus grand

diviseur. Proposons-nous de trouver toutes les matrices

Ci,k OU C
i = 1 ,

2
, . . . ,

w

= 1
,
2

, . . .
, (m -f n)

du type complementaire n X (m + w) telles que

A
C

On peut remarquer d abord qu on peut supposer d = 1
,
car nous

savons qu on peut trouver une matrice
||
A

|

du meme type que ||
A || ,

dont les determinants sont proportionnels a ceux de
|i
A ||

et dont le

plus grand diviseur est 1 (n 9). Cette matrice
;

A
||
6tant obtenue

,

il est clair que les deux conditions

= d,
A
C
= -f 1

sont absolument 6quivalentes. Nous supposerons done d = 1 , et de

plus qu on ait obtenu deja une solution particuliere

ou B
k=l,2,

Ayant

= 1,

on en conclut encore par le the&quot;oreme VI

(1)

= 1,

||
E

||
6tant une matrice du type (m -f- w) X (m + w) dont le determinant

est=:l. Mais il est clair que cette matrice
|j
E

j|
doit avoir ici la

forme particuliere
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Pn,l Pn,2 Pn,m

Cette formule (1) renferme ainsi deja la solution la plus generate du

probleme ,
mais on peut la mettre encore sous une autre forme en re-

marquant que la matrice
||
E

| peut se mettre sous la forme d un produit

ou les qi t
k peuvent avoir des valeurs quelconques. On obient facile-

ment

C| = 1,* 4-

i = 1
,
2

,
w

ou les
e,-,*

doivent satisfaire a la relation e^ k = 1.

Pour obtenir la solution particuliere |j
B

|
,
on prendra d abord une

matrice quelconque \\m if k\ ou jM|| du type n X (m-j-w), telle que le

determinant de la matrice

A
M

ne soit pas nul. Par le precede du n 9 on pourra ,
sans changer les m

premieres lignes, en de&quot;duire une autre matrice du meme type

(m -\- n) X (m -f- n) et dont le determinant est 1.
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16. Nous avons vu (Chap. II
,
n 21) qu on peut toujours trouver

une matrice du type n X (n -f- 1) dont les determinants ont des valeurs

donnees, non toutes nulles. On peut se proposer d obtenir toutes les

matrices qui satisfont a ces conditions
,
mais nous traiterons directement

le probleme plus general :

Trouver toutes les matrices du type m X (m -j- n) dont les determi-

nants ont des valeurs donnees.

A cause des relations identiques entre les determinants
,

les valeurs

donnees ne peuvent pas etre quelconques. Adoptons les notations du

n 3 et supposons que le determinant A ne soit pas nul : on pourra se

borner a considerer les mw-j-1 determinants A, Ai,,^*. Ces determi

nants-la ne peuvent pas meme etre des nombres arbitraires
,

il faut que
les autres determinants A qu on en deduit par la formule (5) du n 3

soient aussi des entiers. Mais
,
cela etant

,
nous aliens voir que le pro

bleme est toujours possible et admet une infinite de solutions.

En effet
, prenons d abord arbitrairement les m premieres colonnes

avec la seule condition

la,-, fe
= A (i, k= 1,2, . .., m),

alors on pourra determiner les autres colonnes comme au n 3
;

il est

vrai que ces autres elements

tti,m+ k= (di,l Ai)Wl + fr -f- a,2 A2,jM+ ft ~|- -f- 0&amp;gt;i,m
A m

,
m+ k) A

ne seront pas des entiers
; toujours est-il vrai que la matrice ainsi

formee admettra pour determinants les valeurs donnees, qui sont toutes

entieres. En multipliant les lignes horizontales par A, on obtiendra

une matrice dont les determinants sont proportionnels aux valeurs

donnees. On peut alors deduire de la (par le precede du n 9) une autre

matrice dont les determinants sont encore proportionnels aux valeurs

donnees
,
mais dont le plus grand diviseur est 1. Soit

cette matrice, si d est le p. g. c. d. de tous les determinants de la

matrice cherchee
,

1 expression la plus generale de cette matrice sera

liciix IBII,

ou |JC ||
est une matrice quelconque du type m X m, dont le determi-
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nant est = d. En prenant en particulierpour les a
i)fc (i,/c= 1, 2,..., wi)

les valeurs suivantes

2, 2

on trouve que les determinants de la matrice

A ... Ai )W,4-i Ai
&amp;gt;w,4-2

A ... A2l A2i--2

00 ... A A
m&amp;gt;
M + I A

w!/ m -j. 2
... A ,W) z 4. n

sont proportionnels aux determinants de la matrice cherchee
;
on

pourra done en de&quot;duire la matrice
||
B ||.

Si Pun des determinants donn6s divise exactement tous les autres ,

on le prendra pour A
;
dans ce cas

,
on peut ecrire la matrice

j

B
||
sans

aucun calcul.

Une autre methode pour trouver cette matrice ||B| est la suivante;

considerons le systeme d ^quations lindaires homogenes dont la ma

trice est

A
i, m -j- i A

2, m+ 1 ... A m
,
m -f 1 A ...

Ai W -_2 A2w 2 A WWi _2 A ...

Ai
&amp;gt;Wj-|_ n A2, + n A

wi) ,w + n ... A

La matrice formde par un systeme fondamental de solutions de ces

Equations sera une matrice du type m X (w -|- l)l ses determinants se-

ront proportionnels aux valeurs donne&quot;es et le plus grand diviseur de

cette matrice est = 1. C est ce qui resulte immediatement des propo
sitions etablies prec6demment ,

si 1 on se rappelle le th6oreme VII et

sa demonstration.

17. Soit
i A|| = ||a,-,fcll une matrice du type wX(w-}-w), dont le

plus grand diviseur est d, ||G||= llc,*|| une matrice du type comple&quot;-

mentaire n X (m -}- w), telle que

(D
a m,i O m, m 4- n

Cn,l Cn, m 4- n
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Nous savons qu il existe de telles matrices (voir n 15).

Soit ensuite
|
B =

; 6,- k \] une matrice du type n X (m-\-n), formee

par un systeme fondamental de solutions des equations lineaires homo-

genes

(i=l, 2, ...,m).

Les matrices
!|
B

||
et

||
C

j| sont du meme type; a un determinant A 6

de la premiere on peut faire corresponds un determinant A c de la se-

conde
,
en supposant que deux determinants correspondants sont for

mes avec n colonnes de meme rang (et prises dans le meme ordre)
dans les deux matrices. Cela e&quot;tant

,
on a

=

la sommation s ^tendant a toutes les paires de determinants correspon
dants. Pour le montrer, remarquons que le plus grand diviseur de la

matrice
||
B

|| est 1 unite&quot; : on peut done former une matrice
l|
D

||
=

\\ di, k !!

du type m X (m + w), telle que

(2)

dm,i ,
m+ n

bn,l bn,

En multipliant les deux determinants (1) et (2), il vient
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c est-a-dire

Ai
f

: m, I

Ai, IM. m

X
Vn , n

Or, A a et Ad etant deux determinants correspondants des matrices

I! Aj| et ||D|| de meme type, on a, d apres une
propri^te&quot;

elementaire

des determinants,

A,

et de meme

n,n

Mais tous les determinants A a sont divisibles par 6-, on a done ne&quot;-

cessairement

/^ A g A d= + d
, j7 ^

A b A c = d: 1
,

C. Q. F. D.

18. A 1 aide de ce resultat
,
nous pouvons re*soudre facilement le

probleme suivant : Etant donne*e une matrice
]|
A

j|
du type m X (m-\-n)

]

,

dont le plus grand diviseur est
&amp;lt;5,

trouver toutes les matrices ||D|| du

meme type et telles que

A a et Ad 6tant deux determinants correspondants des deux matrices.

En effet, determinons deux matrices l)Bj| et
|
C

||
comme dans le nu-

mero precedent. Si nous determinons ensuite une matrice ||D|| par la

condition

D
B

nous savons que cette matrice fournit une solution de notre probleme.
Mais je dis qu on obtient ainsi toutes les solutions du probleme.

Soit
,
en effet

, |

D une solution quelconque, et posons

D

B
= k.
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On en conclut

X A c
);

or on a
, puisque j

D
j|

est une solution
,

et, d apres la proposition du n 17,

done

II est clair par Ik que le probleme propose&quot;
est identique avec le

suivant que nous avons deja re&quot;solu dans le n 15: Trouver toutes les

matrices
|

D
| ,

telles que

D

B

On obtient ces re&quot;sultats aussi en s appuyant sur le the&quot;oreme VII
,

car la relation (1) du n 17 peut s e&quot;crire

Or, d apres le the&quot;oreme cite&quot;
,
le rapport A a : A 6 est constant et

e&quot;gal

a
&amp;lt;5;

done

et
,
ensuite

,
il est Evident que les relations

sont
e&quot;quivalentes.

19. Nous terminerons ces considerations par quelques remarques

sur le plus grand commun diviseur d une matrice.

Dans le cas d une matrice du type 1 X w, le plus grand diviseur

peut etre de&quot;fini aussi comme la plus petite valeur (sauf 0) que peut

prendre la fonction Iin6aire

a
1
x

l -\- a z x2 -{- . . -\-a n Xn,

pour les valeurs entieres de xlt xz ,
. . . ,

xn . II existe une proposition
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analogue pour une matrice ||ai,*|| du type mX(m-}-ri). Considerons

les m fonctions lineaires

(z = 1
,
2

,
. . .

,
m) ,

et m systemes de valeurs de ces fonctions

At,*= #&,! dt, 1 -f~ ~h fl

(i,A= I, 2, ..., w),

le determinant
| A,-,*i est toujours divisible par 6, le plus grand divi-

seur de la matrice a*,*!!; mais nous savons, par 1 analyse pr^c^dente,

qu on pent toujours choisir les d ii&
de maniere que ce determinant

devient 6gal a &amp;lt;5.

Par consequent ,
d est aussi la plus petite valeur (sauf 0) que peut

avoir le determinant forme par m systemes de valeurs des m fonctions

lineaires X,.

20. Soient Hawaii ou
||
A

|
une matrice du type mX(m-\-n), ||AP ||

la matrice du type m Xp formee par p colonnes de
!! A||. Nous sup-

posons p &amp;lt;
m. Designons encore par dp le plus grand diviseur de ||

Ap \\ ,

et par D le plus grand commun diviseur de tous les determinants de

||
A

i! qui renferment les p colonnes de
||
A p \

. II est clair que D est un

multiple de dp . Nous aliens montrer que tous les determinants de
|| A ||

* -, i
D

sont divisibles par -^
Up

Pour simplifier un peu la demonstration, nous supposerons que ||
A p

r

|l

est formee par les p premieres colonnes de
|| A ||. Nous avons a de&amp;gt;

montrer qu un determinant quelconque A de
|;
A i! est divisible par

-7-- Si ce determinant A a un certain nombre r de colonnes communes
dp
avec ii

Ap j|, nous pouvons encore supposer que ce sont les r premieres

colonnes de
|j
A p j|.

Cela etant, nous designerons un determinant quel

conque de
|j
A

|| par le symbole

ou Alt A2 ,
. . .

,
A OT indiquent les rangs des colonnes de

|| A || qui figurent

dans le determinant.
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En ajoutant & la matrice une (m -f l)^
e
Hgne

on obtient une matrice du type (m -f 1) X (m + n), dont tous les d6ter-

minants sont nuls. En de&quot;veloppant
un tel determinant comme fonction

line&quot;aire des e&quot;laments de la derniere ligne, on aura, par exemple,

Les indices A1? A
2 ,

. . . sont ici et dans la suite toujours

D apres notre notation
,
dp est le plus grand diviseur de la matrice

I! Ap ||, formed par les p premieres colonnes de
\\
A ||. II est clair, d apres

cela, que ce qu il faudra entendre par dp -i, dp -z, .. .
t di, ce sont les

plus grands diviseurs de matrices que nous pouvons designer par

!! Ap-iU, II A p _ 2 ! , ..., ! A^l. Dans I identit6 que nous venons d e&quot;crire,

on peut prendre i= 1
,
2

,
. . .

,
m.

Si Ton elimine alors entre p des Equations ainsi obtenues les quan-

tits qui multiplient a
l; i, a,-, 2 , , flt.p-1, il viendra

[1, 2, ...,p 1; An A2J . .., Aw

Ici A p est un des determinants de
||
A p ||, et il est clair que Aj, Aj,

..., Ap~p+1 sont tous divisibles par dp _i. Done

[1, 2, . ,.,p 1, Alf A
2 ,

.. ., A,_p h i] A p

est divisible par D Xd P -i- Mais A p peut etre un determinant quel-

conque de HA P ||; par consequent,

[1, 2, . . .
, p 1, A1? A

2 ,
. .

, , l*_p+x]4f

est aussi divisible par D X d p _i, c est-a-dire

[I, 2, . . .
, p 1, Alf A2 ,

. . .
,
A w,_ p+ i]

,. . .U1
D Xdp-i

est divisible par
--

Ĉ* p

En laissant de c6te~ maintenant la p
i6me colonne de

||
A

I ,
on a les

identite&quot;s

at,i + .. .+ [1,2,... ,p 2,^,^,. ..,Aw _p+2]a,-,p_i -f

i=l, 2, ..., w.
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En eliminant entre p 1 de ces relations les coefficients de
a&amp;lt;,i, ai, 2 ,

..., a,-,p_ 2 ,
il vient

[1, 2, ...,p 2, A
lt

A2 ,
. .., A_p + 2] A p _i-f-

+ [l,2,...,p-l,A2,V-M*m- P+2]Ap_ 1+ ...+ [l^^

ou Ap_i est un des determinants de ||Ap _i|| et ou Ap_ 1? Ap_ 1? ...,

Am-p+2 sont divisibles par dp _ 2 . On voit done que

[1, 2, ...,p 2,Alf A
2 , ..., Am _ p+ 2] Ap-i

est divisible par ^ ~ 2

, et, puisque Ap_i peut etre un de-
ctp

terminant quelconque de
!

Ap _i ||, on en conclut que

[1, 2, . . . ,p 2, Alt A
2 ,

. . .
,
A wi _p +2]op -i,

doit etre aussi divisible par le meme nombre
,
c est-a-dire

[1, 2, .. ., p 2, AJ, Ag, .. ., A m _p +2]

est divisible par ,
p ~

. En continuant ainsi, on reconnait que
ctp

[1,2, . . .
,
T

, Aj ,
/
2 ,

. * , AM rj

est divisible par ^
-

,
et enfin que [A1} A

2 ,
. . .

,
AM] est divisible par

Cfp

D
-T-. La proposition enoncee est demontree.

D apres la demonstration
,
on voit facilement que ,

si Ton suppose

que tous les determinants de
!i A ||

ne sont pas nuls, les determinants

de IjAH qui renferment les p colonnes de ||Ap|| ne peuvent pas etre

tous nuls, a moins que tous les determinants de
||
Ap |

ne soient tous

nuls. D et dp sont alors indetermines tous les deux.

Corollaire I. Lorsque dp= 1
,
D est le plus grand diviseur de la

matrice A
1

.

Corollaire II. Lorsque le plus grand diviseur de la matrice
|j A ||

est = 1
,
on a

D = dp.

21. Considerons une matrice

IIBII ou || ft,-,*!!,

i = 1, 2, ..., n,

&=1,2, ...,(m + w),

II 23
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formee par un systeme fondamental de solutions de

di,lXi +a,-,2^2 + + ai,m +nXm + n= Q,

i= l
,
2

,
. . .

,
w.

Soient ||BP ||
une matrice formee par p des colonnes de ||B||, en

supposant p &amp;lt; w, dp le plus grand diviseur de
!i BP !|.

Soient ensuite 6

le plus grand diviseur de la matrice des a,A, et &amp;lt;5P le plus grand divi

seur de la matrice obtenue en supprimant, dans la matrice des a*,*,

les p colonnes qui correspondent aux colonnes de
||
Bp ||.

Alors on peut

enoncer le

Theoreme X. Le plus grand diviseur d p est egal a
-j--

En effet, soient A, A
, A&quot;,

... les determinants de ||B|| qui renfer-

ment les p colonnes de
||
BP ||. Leur plus grand cornmun diviseur est

dp, d apres le corollaire II du n 20. Mais on a d autre part, d apres le

theoreme VII,

A =
3&amp;gt;:&amp;lt;5,

A = &amp;lt;S&amp;gt;

:&amp;lt;5,
A&quot; =

2)&quot;:&amp;lt;5, ...,

3), 3) , 3)&quot;,
. . . tant les determinants de la matrice des a*,* qui corres

pondent aux determinants A, A
, A&quot;,

---- Mais il est evident que ces

determinants 3), 3) , 3)&quot;,
- sont precisement ceux dont le plus grand

commun diviseur est dp ,
d ou la relation annonce&quot;e.

II faut remarquer pourtant que tous les determinants de la matrice

liBpii peuvent s annuler: d p devient indetermin6 alors. Mais il est clair

que ,
dans ce cas

,
on a aussi

en sorte que dp devient indetermine en meme temps. Reciproquement,

si dp devient indetermine, il en est de meme de d p .

Nous avons suppose p &amp;lt; n, mais le theoreme reste encore vrai dans

le cas p= n, on retrouve alors un resultat connu (theoreme VII).

L enonce du theoreme se simplifie un peu dans le cas 6= 1, et si

Ton se rappelle 1 espece de reciprocite que nous avons signaiee dans

le n 5, on verra que, dans ce cas, p peut avoir une valeur quelconque

plus petite ou plus grande que w.
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Systemes de congruences lineaires.

22. Etant donn6 un systeme de m congruences entre n inconnues

(1) . . . Xi = at,ifci-f- 0,^X2 + . . . -f ai, n xn
=

(modM),

on peut en de&quot;duire un systeme equivalent ,
soit en

ope&quot;rant
une sub

stitution de determinant 1 sur les inconnues xlt xz ,
. . .

,
xn ,

soit en

remplagant les m congruences donn6es par m combinaisons

(2) . . 3. i
= pi,i3.i+pi,tX2 + ...+pi, m Xm = (modM),

i= 1
,
2

,
. . .

,
m

,

le determinant des entiers p ijk
etant encore + 1

,
en sorte qu on peut

exprimer re&quot;ciproquement les X, par les X^.

En tudiant les Equations lineaires ind6terminees
,
nous avons em

ploye exclusivement le premier moyen ,
la substitution de nouvelles

inconnues
;
mais ce n est qu en op6rant a la fois par les deux me&quot;thodes

qu on peut obtenir la plus grande simplification possible.

En multipliant, dans le systeme (1), les premiers nombres par ylt y2 ,

. . .
, ym et ajoutant ,

on obtient la forme bilineaire

F ==?

Nous dirons que cette forme bilineaire correspond au systeme de

congruences donne&quot;.

Une substitution Iin6aire sur les x, dans le systeme (1), conduira a

un systeme transform^ (I ), et il est clair que la forme biline&quot;aire qui

correspond a ce systeme (! ) s obtient simplement en effectuant direc-

tement la meme substition sur les re, dans la forme F.

D autre part, si Ton remplace le systeme (1) par le systeme (2), on

constate que la forme biline&quot;aire correspondant au systeme (2) s ob

tient simplement en op6rant dans la forme F la substitution

On voit par la que nous avons a e&quot;tudier les diffrentes formes que

peut prendre la forme F en operant sur les variables re, y des substi

tutions de determinants 1.
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23. On appelle ,
en

g6ne&quot;ral ,
forme en Arithmetique un polyn6me

homogene de plusieurs indeterminees x
t yt z, ... & coefficients entiers.

Si une telle forme F prend une certaine valeur w
, pour certaines va-

leurs entieres des ind6termin^es
,
on dit qu elle repr^sente le nombre m.

En effectuant dans F la substitution a coefficients entiers

x= a^x -f &!?/ + c
\

z&amp;gt; + &amp;gt;

y = a^xf -f b2 y + c2 z -f . . . ,

z = a

on obtiendra une nouvelle forme F
,
et Ton dit que F renferme F

,
ou

bien encore F est contenue dans F. II est clair que tout nombre m

qui peut etre represent^ par F peut etre reprsente&quot;
aussi par F, mais

le reciproque n a pas lieu ne*cessairement.

Le cas particulier ou le determinant de la substitution que nous ve-

nons d effectuer est egal a 1 est le plus important.

On peut alors exprimer reciproquement x
t y ,

z
,

. . . comme fonctions

lineaires a coefficients entiers de x, y, 0, . . . et F est contenue aussi

dans F
;
on dit alors que les formes F et F sont equivalentes.

II est Evident que deux formes 6quivalentes repre&quot;sentent
les memes

nombres.

Ce qui caract6rise une forme F dans ces considerations
,
ce sont ses

coefficients
;

la notation des inconnues
,
au contraire

,
n a aucune im

portance et Ton peut ainsi remplacer dans F les lettres x
, y ,

z
,

. . . de

nouveau par #, t/, z, . . .

L un des problemes les plus importants qu on a a resoudre est main-

tenant le suivant: Etant donnees deux formes F et F
,
decider si elles

sont equivalentes ou non. Et
, pour computer la solution

,
il faudra

encore trouver, dans le cas ou il y a equivalence ,
toutes les substitu

tions qui transforment F en F .

Plus generalement ,
on peut demander a reconnaltre si F est con

tenue dans F, mais nous nous bornerons ici a ajouter quelques remar-

ques sur les conditions d equivalence seulement.

Dans certains cas, la solution complete de ce probleme se presente

sous la forme suivante :
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Pour que la forme F soit equivalente a F
,

il faut et il suffit que

Ton ait

Ici I1} I2 ,
. . .

, I* sont certains nombres qui dependent d une maniere

determinee des coefficients de la forme F, et I(, Ig, . . .
,
lk dependent

de la meme fa^on des coefficients de F .

On peut dire alors que I1} I2 ,...,I& forment un systeme complet

d invariants de la forme F, et
, pour que deux formes soient equiva-

lentes, il faut et il suffit qu elles aient les memes invariants.

On peut etendre facilement ces considerations au cas ou la forme F

depend de plusieurs series d indeterminees
,
comme cela a lieu pour la

forme bilineaire du n 22. Et Ton peut aussi considerer simultan6ment

plusieurs formes F, G-, . . . qui dependent des memes indterminees.

24. Pour en donner immediatement un exemple, consideVons m
fonctions lin^aires

X,-= a,; iOJi -j- a ,
2 #2

-|&quot; ~{-0&amp;gt;i,m+nXm + n

(i
= l, 2, ...,m),

et un second systeme analogue

X, = a i,i X\ -|- ai^OCz -\- . . . -f- a^w +n^w+n

(i
= 1

,
2

,
. . .

, m).

Comment pourra-t-on reconnaltre si les deux systemes sont Equiva
lents ou non

,
c est-a-dire s il est possible oui ou non de les transformer

1 un dans 1 autre par une substitution de determinant 1 ? La reponse
est ici immediate d apres les de&quot;veloppements du n 10. En effet

,
nous

savons que, par une substitution de determinant 1, on peut trans

former les Xi dans les Y,

YI =dl yl ,

Ym fa i y\ -}- fim, 2 2/2 + + @m, m - 1 IJm - 1 ~h dm ym ,
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ou dlt dz ,
. . .

,
dm sont des nombres positifs, et

0^#,*&amp;lt;di [*=l,2,...,(i 1)].

Ces nombres d,, /?,-,&
forment maintenant un systeme complet d in-

variants, et, pour que deux systemes soient Equivalents, il faut et il

suffit qu ils admettent les memes invariants.

En effet
,
si les deux systemes sont equivalents ,

ils representent les

memes systemes de m nombres
,
et des lors leurs invariants sont gaux,

car nous avons remarqu6 (n 10) que ces invariants dependent unique-

ment des divers systemes de nombres reprEsentes par les formes line&quot;-

aires. Cette condition de 1 egalite des invariants est done nEcessaire

pour 1 Equivalence ,
mais elle est aussi suffisante manifestement.

On voit que la solution a ete obtenue ici en transformant les formes

lineaires X t dans les Yj qui affectent une forme particulierement simple.

Ce systeme des Yt pourrait s appeler un systeme reduit; il est unique
et le meme pour tous les systemes equivalents.

25. Revenons maintenant k la forme bilinEaire

i = 1, 2, ..., ra

En opeVant sur les Xk, t/i des substitutions de determinants 1, on

obtiendra une forme quivalente

Nous allons montrer que , parmi ces formes Equivalentes ,
il y en a

toujours une
, parfaitement determined

, qui affecte la forme tres simple

\ %\ y\ -f c2 X2 y* + - - 4- f p XP yp

et que nous appellerons la forme r6duite. Ici ^,^1 j
e p sont des

entiers positifs, Bk-i divise ek, et p est tout au plus 6gal au plus petit

des nombres m et n, Ensuite on reconnaltra facilement que la condition

necessaire et suffisante pour Inequivalence de deux formes bilinEaires

consiste en ce qu elles admettent la meme forme r6duite. On peut done

considerer les nombres ^ ,
e
2 ,

. . .
,
ep comme un systeme complet d in-

variants de la forme bilineaire F.
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Considerons la matrice

\\cti,k\\
ou HAH,

formde par les coefficients de F. Nous de*signerons par d
1
le plus grand

commun diviseur (pris positivement) des coefficients a^k, par d% le plus

grand commun diviseur des determinants du second degre tels que

Ct&amp;gt;i,k 0&amp;gt;i,

0&amp;gt;r,k ttr,

de meme, par d3 le p.g. c. d. des determinants du troisieme degre, etc.

Si tous les determinants du degre p ne sont pas nuls, mais si tous

les determinants du degre p -f- 1 sont nuls, on aura ainsi la suite des

p nombres

et nous supposerons alors dp +k= Q. II est clair que dk-i divise dk et

nous posons

Ces nombres e sont des entiers
,
nous les appellerons deja les inva

riants de F; nous verrons plus loin que eu i divise 6k] p est tout au

plus e*gal au plus petit des nombres m et n.

Soit maintenant

HaUII ou HA ll

la matrice formee par les coefficients de la forme F 6quivalente a la

forme F, et d k le p. g. c. d. des determinants de degre k de cette ma
trice. II est clair que tout determinant de degre k de la matrice

||
A

jj

est une fonction lineaire et homogene de divers determinants de degre
k de la matrice

||
A j|. Done d k est necessairement divisible par dk et

tous les determinants de degre p -j- 1 de
[|
A

|| sont nuls. Mais, pour
la meme raison, dk doit etre divisible par d k ;

done

d k= dk,

et tous les determinants du degre p de
|j
A

il
ne peuvent pas etre nuls.

On voit par la que les deux formes bilineaires equivalentes F et F ont

les memes invariants e
l ,

e
2 ,

. . .
,
ep .

L egalite des invariants est done une condition necessaire pour
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1 Equivalence de deux formes; qu elle est aussi une condition suffisante,

cela re&quot;sulte ensuite imm6diatement de la proposition que nous avons

e&quot;nonce&quot;e deja ,
d apres laquelle la forme F est e*quivalente a la forme

reduite

^1 %1 y\ ~T ^2 ^2 2/2 I i
eP %P VP-

En effet, d apres cela deux formes, dont les invariants sont
e&quot;gaux,

sont 6quivalentes a une meme forme reduite
,
et

, par consequent ,
aussi

e&quot;quivalentes 1 une a 1 autre.

26. Nous avons a montrer maintenant comment on peut op6rer

cette reduction de F a la forme reduite. Considerons la matrice

#1,1 #1,2 ft l,3 #l,n,

#2,1 #2,2 #2,3 #2,n,

#;, 1 #w, 2 #, 3
#&amp;gt;w,n-

Par une substitution sur les Xh, on peut d abord reduire la premiere

ligne a

6lt 0, 0, ..., 0,

6
1 etant le p. g. c. d. de ai,i, #1,2, . . .

, a\, n - (II va sans dire que nous

n employons que des substitutions de determinants = 1.)

Si apres cela 6
L divise tous les autres coefficients de la premiere co-

lonne
,
on pourra ,

en remplagant yl par une expression de la forme

. . . cm ym ,

sans changer y&amp;lt;2,y&.. ,ym ,
obtenir une matrice transformee de la forme

...

(A)
62, 2 &2, 3 ... 62, n

Om, 2 Om, 3 Om
, n

Mais si d
l
ne divisait pas les coefficients de la premiere colonne

,
on

pourrait diminuer ce coefficient &amp;lt;$lf et le remplacer par (5
2 ,

le p. g. c. d.

des coefficients de la premiere colonne
,
en opeVant une substitution

sur les /, et annuler en meme temps les autres coefficients de la pre

miere colonne. Si &amp;lt;3

2 divise maintenant tous les coefficients de la pre-
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miere ligne, on obtiendra encore une matrice de la forme (A), en rem-

placant xl par une expression

2/1 | C% X&amp;lt;r&amp;gt; -p . . . -j Cn Xn i

sans changer x2 , x3) .
,
xn . Au contraire

,
si 6

2
ne divise pas ces coeffi

cients
,
on pourra le diminuer encore par une substitution sur les x. II

est clair qu apres un nombre fini d operations on obtiendra toujours

une forme equivalente, dont la matrice affecte la forme particuliere (A);

mais on peut simplifier encore et obtenir une matrice (A), dans la-

quelle ^ divise exactement tous les coefficients
bi,k&amp;gt;

En effet
, supposons que d

1
ne divise pas exactement un des coeffi

cients &,-, h. II suffira de remplacer Xk par Xk-\-x1 pour voir paraltre ce

coefficient &,,* dans la premiere colonne avec 6
lt
En reprenant alors

les operations de tout a 1 heure, on obtiendra un Tableau du type (A),

mais dans lequel le coefficient 6
1
a une valeur moindre. On voit done

qu on peut diminuer ce coefficient tant qu il ne divise pas tous les 6 t,*,

et
, apres un nombre fini de transformations

,
on tombera n6cessaire-

ment sur une forme equivalente a F du type suivant

et dans laquelle le coefficient e
l
divise tous les autres coefficients &,-,*.

Et il est clair immediatement que e
1
est le p. g. c. d. des coefficients

ai,*. Si maintenant les 6,-^ ne sont pas tous nuls, on pourra continuer

la meme reduction en operant seulement sur les variables #2 , 3 ,
. . ., x n ,

2/2 &amp;gt; y^t &amp;gt; Vw On obtiendra ainsi une forme 6quivalente

oii e2 est un multiple de e
l et divise tous les

c,-,*.
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En continuant ainsi
,
on obtiendra finalement la forme re~duite

\
x

i 2/1 + ez X2 2/2 + OP %P yp-

Puisque e^-i divise 6k, il est immediatement clair que le p. g. c. d.

des determinants de degre k de la matrice correspondante a cette

forme rEduite est

e
1
e2 . . . ek= dk ,

d ou Ton voit que les e k ont bien les valeurs indiquees pre&quot;ce&quot;demment.

27. Dans la pratique ,
et s il s agit seulement de calculer les inva

riants, on pourra remplacer souvent avec avantage le precede que
nous venons d indiquer par le suivant. Apres avoir obtenu une forme

equivalente

dans laquelle ^ ne divise pas ne&quot;cessairement les bi,k, on continuera

la meme transformation sur les inde&quot;termine&quot;es x2,x3,...,xn) y2) ySi ...,ym -

De cette fa^on ,
on finira par obtenir une forme Equivalente

^i -T
i 2/i + ^2 ^ 2/2 + + &amp;lt;5p %P yv ,

dans laquelle &amp;lt;51} &amp;lt;5

2 ,
. . .

,
6P sont des nombres positifs, et qu on pourrait

appeler une forme normale. II est clair que le p. g. c. d. des dEtermi-

nants de
degre&quot;

k de la matrice correspondante , qui doit etre egal a dk,

est ici simplement le p. g. c. d. des divers produits A; a k des nombres

P i

d ou Ton conclut
,
d apres les explications du Chap. I (n

os
810) , que

les invariants elt e2 ,...,ep sont simplement les nombres re&quot;duits de

n &amp;lt;5

2 ,
. . .

,
dp . Ayant ainsi obtenu une forme normale, on en conclut

done sans difficult^ les invariants. On voit aussi que cette forme nor

male n est pas unique comme la forme rEduite, mais il existe toujours
un nombre fini de formes normales 6quivalentes a une forme donne&quot;e F.
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On peut montrer facilement
,
d une fagon directe

, que la forme nor-

male est e&quot;quivalente a la forme reduite. Conside&quot;rons pour cela une

forme

F =
&amp;lt;*! a?! yl -f ^2 X2 y*

et posons

F =

On peut maintenant transformer directement F en F par les sub

stitutions

(1) ...... . . a*-p r =i,

(2) ......... a d -ft r =l,

En effet
,
les conditions du probleme sont

(3) ........ ^aa + ^yy rrd,

(5) ........ d^a + d
2 dy = f

(6) ........ 6
l ftft -\-d2 dd = m.

Pour y satisfaire, on prendra, pour a
, /, deux nombres premiers

entre eux
,
soumis a cette seule restriction que

(&amp;lt;$!

a
,

(5
2 7 )
=

(c5 t ,
(5
2 )
= d.

Cela peut se faire eVidemment d une infinite de manieres
;
le plus

simple c est de prendre a = y = 1.

On cherchera ensuite deux nombres a et y qui satisfont a la rela

tion (3), puis on prendra

en sorte que la relation (5) se trouve verifiee et en meme temps la

relation (1), car
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Par suite de ces valeurs de ft et d
,
la relation (6) revient a

c est-a-dire elle rentre dans la formule (2), car d
l
6
2
= md. II suffit done,

pour achever la solution
,
de determiner ft et d par les relations (2)

et (4) qui donnent

II est clair maintenant que , par une application repetee de la trans

formation que nous venons d indiquer, on pourra transformer une
forme normale

d
i x\ y\ + $2 xz 2/2 + + dp Xp yp

dans la forme re*duite

e
\ xl y\ 4- *2 X2 y* + + eP xp yp .

28. On peut enoncer le resultat principal que nous venons d obtenir

sous une forme un peu differente; mais, pour simplifier, nous suppose-
rons m n et le determinant \a i&amp;gt;k \

different de z^ro, en sorte que
p= n.

La forme bilin^aire

i i

Xj = a,i, i Xi -f a,-, 2 % + . + a
&amp;gt;
Xn

est r6ductible a la forme r^duite

F = ei x( yi -f e2 x% y% -f . . . -f e n xn yn

par les substitutions

1

Supposons qu on ait

i
= 2* pi

&amp;gt;

kXk
&amp;gt; Vi= 2-, qi

&amp;gt;

k Vk -

1 1
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Si Ton substitue ces valeurs des y\ dans F
,
le coefficient de y* est ne-

cessairement gal a X,: done

X,-= ei gi, i afi . + ^2 32, i #2 + . . . -f *n
2n,&amp;lt;

#

ou bien

(I) . ... . X,-= 2i,i*i-f 32,ife + +?n,i&amp;lt;n,

si Pon pose

(II) . . . . &amp;lt;i=eiici, ^2= ^2iC2&amp;gt;

On voit done que toute substitution

X i
=

a,, l #1 -f- a,

peut etre remplacee par trois substitutions successives
,
la premiere (I),

de determinant 1 introduisant les variables flt J2
^a seconde

affectant la forme particuliere (II), tandis que la troisieme

(III)

a encore un determinant egal a 1.

II est a peine n^cessaire de dire que, dans cet enonce
,
on pourrait

remplacer les invariants elt e2 ,
... ,e n par les coefficients dlt (5

2 . . .
,

&amp;lt;5 n

d une forme normale ^quivalente a F. Et le cas p &amp;lt;
w n apporte non

plus une modification; on aura seulement alors 6k= ou dk = pour

k&amp;gt;p.

Le nombre p que nous avons vu s introduire dans Tetude de la forme

biline&quot;aire

c=l,2,...,w

s appelle le rang de la forme bilineaire ou de la matrice des a,,*.

Nous dirons quelquefois aussi que elt ezt . . . e p sont les invariants de

cette matrice.

29. L invariant e^ a ete de&quot;fini d abord par le quotient dk .dk-i ,

M. Smith a obtenu encore une autre expression remarquable de cet

invariant.



366 SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

Considerons un determinant quelconque du degr6 k de la matrice.

Divisons ce determinant par le p. g. c. d. de ces propres mineurs
,

soit E & enfin le p. g. c. d. de tous les quotients qu on obtient ainsi
;

alors le theoreme de M. Smith consiste en ce qu on a

Pour eviter toute ambigu ite&quot;
, ajoutons que , lorsqu un des determi

nants de degre k est nul
,
on doit adopter toujours la valeur ze&amp;gt;o pour

le quotient obtenu en divisant le determinant par le p. g. c. d. de ses

mineurs
,
meme si ces derniers etaient tous nuls.

II convient du reste, dans ces considerations, de regarder zro
comme le p. g. c. d. de plusieurs nombres qui sont tous nuls. C est

seulement avec cette convention que le principe du n 6 (Chap. I) reste

applicable au cas ou Ton n exclut pas la valeur zero pour les nombres

*,},,...,!.
Nous allons de*montrer d abord un cas particulier du theoreme de

M. Smith. Supposons n ^ m dans la matrice

0&amp;gt;m,l &amp;lt;&amp;gt;m,

n

=
11 A

nous ferons voir que Em = em = dm : dm -\. Nous pouvons supposer

que dm n est pas nul, car on aurait, dans le cas contraire, Em= em=0,
et 1 on peut ecrire (voir n 9)

||A|| = ||B X C||,

||
B

||
etant une matrice du type m X wt, ||

C
||
une matrice du meme type

que ||
A dont le plus grand diviseur est 1 unite. On reconnalt aisement

que les matrices
| A|| et ||B ont les memes invariants, car la forme

bilineaire de x
,
rr2 ,

. . .
,
x n , y\ , y% , , ym ,

dont la matrice est B
||
com-

par n m colonnes de zeros
,

est equivalente a la forme bili

dont la matrice est A
|

. Nous savons de plus qu on peut ecrire

000 em
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u 1 XiiD

oil
|

M
|

=
1

1;
!

= 1
,
done

e
l

. . .

e2 . ...

... em

\\
D !|
=

I!
v

|| X II
C

II
etant une matrice du type m X n dont le plus grand

diviseur est l unite\

Si Ton considere les divers determinants du degr m 1 de
||
A

j| qui

renferment m 1 colonnes donne&quot;es de cette matrice
,
on constate que

le p. g. c. d. de ces determinants ne change pas si Ton multiple la ma

trice par | MJI&quot;

1
. On en conclut que le nombre Em est le meme pour

les deux matrices

et i XllA

il suffira done de prouver l^galite&quot;
Em = em dans le cas de la matrice

6?!
...

e2 ...

000
obtenue en multipliant par elt e2 ,

. . .
,
em les m lignes de

||
D ||.

Soient ||
@

1 \\, |j
@

2 i, . . . les diverses matrices du type m X vn con-

tenues dans ||D |; 6^, 6&amp;gt;

2 ,
. . . leurs determinants; ^ le p. g. c. d. des

mineurs de ||@tll qui ne renferment pas la derniere ligne; en sorte

que -^ est entier. Enfin
, designons par coi le quotient obtenu en divi-

sant le determinant de

(1)

par le p. g. c. d. de ses mineurs
;

il s ensuivra

Em (li MZI &amp;lt;3i )

Mais il est clair que le p. g. c. d. des mineurs de (1) est divisible

par &amp;lt;?!

e2 . . . em _ i = dm - 1 ,
et

,
d autre part ,

ce p. g. c. d. est un diviseur

de dm -i X ^ (car dm -i X *. est le p. g. c. d. des mineurs qui ne ren-

X
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ferment pas la derniere Hgne). Done, o&amp;gt; t divise em @i et est divisible

par &quot;L

* =
7* On a done n^cessairement

i 2 _ N
a
2 &quot;&quot;j~

et, d autre part, ew est le p. g. c. d. des nombres em &amp;lt;

= (,/?,

Le nombre Em=
(&amp;lt;*&amp;gt;! ,

co
2 ,

. . .) doit done etre un multiple de N X em

et un diviseur de em ,
ce qui exige

N=l, Km = em . C. Q. F. D.

A 1 aide de ce cas particulier, il est facile d arriver au theoreme

general.

Si
,
dans une matrice quelconque du type m X n

,
on se propose de

calculer le nombre E*, on peut commencer par choisir k colonnes ver-

ticales, puis diviser chacun des determinants du degre k de cette ma-

trice partielle du type m X k (m ^ k) par le p. g. c. d. de ses propres

mineurs. Soit A, le p. g. c. d. des quotients ainsi obtenus
;
alors

,
d apres

ce que nous venons de voir, A, est le Ai5me invariant de la matrice par

tielle. Par consequent , A, ne changera pas en effectuantsur ylt y2 , ..., ym

une substitution de determinant 1. Mais E* est 6videmment le p. g.

c d. des divers nombres A1? ^, ... correspondant aux divers groupes

de k colonnes; done E& ne change pas par cette substitution de ylt y2t

. . .
, ym . Par le meme raisonnement

,
on voit que E& ne change pas en

effectuant sur les xlt x2) . . .
,
xn une substitution de determinant 1. E*

est done le meme pour toutes les formes equivalentes a F et
,
en con-

sid^rant la forme re&quot;duite ou une forme normale, on constate que

30. La nouvelle expression des invariants conduit a plusieurs con

sequences importantes. Soient

^1 &amp;gt; ^2 ^P

les invariants d une matrice || a,,A !! ou || A ||. Supprimons dans j|
A

||
une
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colonne on une ligne, d6signons par ||A !|
la matrice ainsi obtenue,

et par

fci , ^2 ,
. . .

,
eq

ses invariants. II est clair que q^p et ensuite 4 est divisible par ek -

Si, an lieu de supprimer une colonne, on avait multiplie les elements

de cette colonne par un nombre entier N, les invariants de la nouvelle

matrie
|j

A&quot; || seraient

et el est divisible par e k . Soient en effet Pfe le p. g. c. d. des determi

nants du
degre&quot;

k de
!j
A

|| qui ne renferment pas la colonne que 1 on

change, Q* le p.g. c. d. des determinants qui renferment cette colonne,

on aura

done

de meme

Puisque

P*.P*-
j j
a,k dk

est entier, il en est de meme de

II est facile maintenant d etablir les conditions n^cessaires et suffi

santes pour qu une forme bilineaire

soit contenue dans une forme

F = 7 .y^gf.
&quot;

21
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En effet
,
soient

les deux substitutions qui transforment F en G. On reconnalt d abord

que le rang de G ne peut pas surpasser le rang de F, car un determi

nant quelconque de la matrice i!&i,fc!l est une fonction lineaire et ho-

mogene des determinants de !a t,&i!. Chacune des substitutions qui

transforment F en G peut etre remplacee par une suite de trois sub

stitutions comme au n 28. Les substitutions de determinants 1 ne

changent pas les invariants
,
mais une substitution telle que

t = e x -

a evidemment pour effet de multiplier les invariants par certains nom-

bres entiers. Les invariants de G sont done divisibles par les invariants

correspondants de F. On reconnait facilement que cette condition
, qui

est necessaire
,
est aussi suffisante.

Theoreme XI. Pour qu une forme bilineaire G soit contenue dans

la forme F, il faut et il suffit que le rang de G ne surpasse pas le rang

de F, et que les invariants de G soient divisibles par les invariants

correspondants de F.

Ce resultat comprend aussi le cas de 1 equivalence.

31. Considerons maintenant les systemes de congruences lineaires

( tti i x\ + cr, 2 #2 -h -4- #t nX n ^ W; (mod M)
(1) ....

I

, . _
J 2

,

I3esignons par

les invariants de la matrice du systeme et ceux de la matrice compietee.

Nous supposons que dn ne soit pas nul.
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Posons

n r r r\j
(/^ c/2

* ^ n )

alors on peut noncer

y ,
=

,

r = yj y2

The&quot;oreme XII. Pour que le systeme (1) admette des solutions,

il faut et il suffit qu on ait

c = r.

Si cette condition est satisfaite
,

le nombre des solutions est exacte-

ment = C.

En effet, d apres le the\&amp;gt;reme VIII, le systeme (I) admettra des so

lutions seulement dans le cas ou les plus grands diviseurs des deux

matrices

M ... ai,i ... ai, w

M ... 02,1 ... a
2&amp;gt;

et

000

MOO
M

. M an,i

ai,i

a2,i

&amp;lt;n,n

ai, MI

... M an,i ... a
n&amp;gt;n

W

sont 6gaux.

Mais le premier de ces nombres est evidemment 6gal a

= (M
M

,
M&quot;-

1 clf M- 2
PJ p

2 ,
. . . M e,

f
z

. . . e n _ , , e, f2 . . . *)
= (M,e1)X(M,e2)X ... X(M,e)= C,

et le second de ces nombres est pour la meme raison = T. La premiere

partie du theoreme est ainsi d^montr^e. Pour obtenir le nombre des

solutions dans le cas C= P, il suffit de rappeler que, par une substi

tution de determinant 1

r.a^
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et, en remplagant les Equations (I) par des combinaisons convenables,

on peut obtenir un systeme Equivalent de la forme

avi = fi (modM).

Or le nombre des solutions de ce dernier systeme est eVidemment

(M, gj) X (M, ea) X X (M, e n)
= C.

II est a remarquer que 7t=(M, ,) divise d= (M., d), car
e&amp;lt;

divise e.

La condition C= r exige done qu on ait

d= Yi (i
= 1 , 2 ,...,).

32. On peut donner au thoreme XII une autre forme en supposant

dcompos6 en facteurs premiers le module M.

Soient p, a,k, oik les exposants des plus hautes puissances d un nombre

premier p, qui divisent respectivement M, d&, fl*. Alors on a

(1) . . . . a n an-i^On-i a-2^ i^i a ,

(2) .... a n a n _i^a n _i a n _ 2 ^...^ 1
a

,

(3) a k ^a k ,

(4r) . ttfc ttAi-l^aA: Ok-l,

car nous savons que les rapports

6k+l &k, Ek+l .k, dk .dk, 6k k

sont des entiers.

La condition

(d M ,2 M -)M,d n _ 2 M2
, ...,M M

)
= (5 n ,5 n _!M, (5 n _ 2 M2

,
. . .

, M&quot;)

devient maintenant pour chaque nombre premier p qui divise M

(5) (p
a
*, _p-l+^p-2+ 2

/
,

. . .
,p&quot;^)

= (p
a

, p
a *-l+

l*, pn-2+2^ . . . ip &quot;l*),

Supposons que, dans la serie (2), le premier terme plus petit que ^

soit a g a a _ l )
alors la relation (5), qui exprime la condition ne&quot;ces-

saire et suffisante pour que les congruences admettent une solution

pour le module p^ ,
devient

aa= aa &amp;gt;

et le nombre des solutions est alors p
a

&amp;lt;,+
(n-^. C est ce que Ton trou-

vera par une discussion facile en s aidant des megaliths (1), (2), (3), (4).
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D apres cela, si 1 on avait ,a&amp;gt;a n a n _i, la condition devient a n= a n

et le nombre des solutions est p
a

. Ainsi
,
dans ce cas, il suffisait de

calculer d n et d n .

On voit facilement que si
,
dans la srie

a n an^ttn-i a n _i ^ . . . ^ a
:

a
: ^ 0,

a&amp;gt;k * est le premier terme e*gal a ze&quot;ro, p
a * + i- a k est la plus haute

puissance de p pour laquelle, comme module, le systeme des congru
ences admet des solutions.

C est seulement pour pre&quot;ciser
les id6es que nous avons supposee au

n 31 que le determinant d n du systeme (I) n 6tait pas nul.

Et aussi, a proprement parler, ce n est pas la une restriction, car,

en ajoutant des multiples de M aux coefficients, on peut toujours faire

en sorte qu il en soit ainsi.

Mais la plus le&quot;gere
attention suffit pour reconnaitre que le theo-

reme XII est general et reste vrai meme dans le cas ou Ton aurait

dp +i
=

0, a condition seulement de se conformer a notre convention

de prendre dans ce cas

et de meme pour les invariants de la ma trice completee

33. Conside*rons maintenant le systeme

. . . -f a
irm+nXm+n = Ui (mod M)

D6signons comme au n 31 par

les invariants de la matrice completee , puis posons

n ,

La condition n^cessaire et suffisante pour qu il y ait des solutions

est alors encore
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mais le nombre des solutions est C X M m
. En effet

,
on obtient un

systeme Equivalent

eiVi = fi (modM),

t=l, 2,. ..,n

et ; + !, t n+2, , Vn + m restent arbitrages.

34. Soit enfin le systeme

a,-,i x\ -f- i,s^2-h -f ai,n#n = Mt (mod M) ,

(*=1, 2, ..., w-fm),

et de&quot;signons toujours par

e t
= -=-*- (i=l,2, ..., w),

les invariants de la matrice comp!6te.

La condition n^cessaire et suffisante pour qu il y ait des solutions

s obtient a 1 aide du thEoreme VIII sous la forme

j
(M

w+ m
,
M n + m - 1 d

1 , M n+ m - 2 d2J -. Mm
rfn)

^
l = (M

w+m
,
M n+ m - 1

&amp;lt;5

1 ,
Mn+m - 2 ^

2 , ..., Mm

ou
, apres line reduction facile

,

xCM.^XtM^aJX - X (M, e n )

= (M, i) X (M, 2 ) X ... X (M,

Mais puisque (M, e*) divise (M, ek), on a n^cessairement

(1) ........ + i = (modM).

Par consequent Mw
&amp;lt;5 divise Mw-M B+ i, et au lieu de (a) on peut

ecrire

ce qui revient encore a

(2) ...... ..... c = r,

si Ton pose comme prec6demment

= (M,e!) X(M, 2)X ... X(M, n ).



SUR LA THEORIK DES NOMBRES. 375

Pour qu il y ait des solutions, les conditions (1) et (2) sont neces-

saires et suffisantes. Le nombre des conditions s obtient sans difficult^
;

il est ^gal a C.

35. Les methodes developpees a partir du n 22 permettent de re-

trouver avec facilite la plupart des resultats obtenus dans la premiere
Partie de ce Chapitre. Nous nous bornerons a deduire de cette facon

le theoreme VIII sous une forme plus generale. Considerons done les

equations non homogenes

(*) p
1 a

**^=l 2 *0

sans faire aucune hypothese sur m et w. Soient
||
A

||
et

||
A &quot;

la matrice

du systeme et la matrice completee. Si Ton prend k des m equations
et que Ton considere tous les determinants du degre k qu on peut
former avec leurs coefficients

,
ces determinants appartiennent en partie

a la matrice ||A ||. Mais, si le systeme (I) admet une solution, on

pourra remplacer les at
&amp;gt;n +i par leurs valeurs

(
i | |

\

d
jj

l X\ ~f~ Oi \ 2 X% y . . .

J
CL i n Xfi) )

en sorte que chaque determinant de
|j
A

||
s exprime en fonction lineaire

homogene des determinants de
|j
A ||. Dans tous les k equations ,

le

p. g. c. d. des determinants de
||
A

||
est done egal au p. g. c. d. des

determinants de
||
A ||. D ou Ton conclut le p. g. c. d. de tous les

determinants du degre k est le meme pour les deux matrices
||
A

|| et

I! A ||. Ce sont la des conditions necessaires pour que le systeme (I)

admette des solutions. Mais ces conditions ne sont pas toutes indepen-
dantes

,
comme cela resulte du theoreme suivant :

Theoreme XIII. Pour que le systeme (I) admette une ou plusieurs

solutions, il faut et il suffit que le rang p de
||
A soit egal an rang

de
I! A I!, et que le p. g. c. d. des determinants du degre p soit le meme

pour les matrices
|| A ||

et
||
A ||.

Nous avons a demontrer seulement que ces conditions sont suffi

santes. Or, par une substitution

n

^-
^r

1
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et en rempla^ant les Equations (I) par des combinaisons convenables
,

on peut obtenir un systeme absolument Equivalent

, \el
v

l

Uans cette transformation les rangs de
j|
A

j|
et de

i|
A

||
se conservent,

de meme que les p. g. c. d. des determinants du degrE k. Puisqu on

suppose que le rang de
|j
A

||
est =p, les determinants du degrE p -j- *

e
1
e2 . . . epWp + i, e

1
e2 . . . epUp+z, ..., e

l
e2 ...fp um

doivent s annuler; done

= Wp-f-2= . =Mm= 0,

ce qui montre que les Equations (II) ne sont pas incompatibles. De

plus, les determinants du degrE p de la matrice
||
A

||
transformEe

doivent etre divisibles par e e2 . . . ep . Done u^ ,
u2 ,

. . .
,
up sont divisibles

par elt e2l ...,ep respectivement, en sorte que les Equations (II) sont sa-

tisfaites par des valeurs entieres de v l1
v2J . . .

,
vp . C. Q. F. D.

La plupart des rEsultats de ce Chapitre sont dus a M. Smith
;
un

seul, le thEoreme VIII avait Ete obtenu antErieurement par M. I. Heger.

Le meme sujet a ete repris ensuite par M. Frobenius qui a introduit

la forme bilineaire. Le Memoire de M. Frobenius contient encore

d autres applications interessantes a la theorie algebrique des formes

bilineaires.
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LXXVII.

(Q. J. Math., London, 24, 1890, 370 382.)

Sur quelques integrates definies et leur developpement

en fractions continues.

1. Je vais conside&amp;gt;er d abord Tint6grale

-co

(1) . . . . / (cos w-f- asinu)
m sm n ue~ xu du=f(m, n),

o

m et w etant des entiers ^ 0.

En deVeloppant

(cos u -\- a sin u}
m

sin&quot; u,

suivant les sinus et cosinus des multiples de u
,

il faut distinguer deux

cas
,
selon que m -j- n est pair ou impair.

Dans le premier cas on obtient une expression de la forme

a -}- a COS 2 u -J- a&quot; COS 4 M -f- . . .

-{- a^ cos (m -f- n)
u

ft

1

sin 2 u + /S&quot;
sin 4 u + . . . + /S

(A
&amp;gt; sin (m + n) u ,

et dans le second cas une expression de la forme

a cos u -f- a cos 3 u -f- + a^ cos (w + n) M
,

-f sin M + /ff
sin 3 u -j- . . . -f 0W sin (w -f w) w.

Ayant ensuite

/OO

,p
-O

cospue- xu du=
2 .-2&amp;gt;

/

o o

on reconnalt que /&quot;(m, w) est une fonction rationnelle en x, dont le
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d^nominateur est du
degre&quot;

m -\- n -j- 1
,
et le num6rateur d un degr6

infe&quot;rieur a m -j- w -|- ! Ce d6nominateur est pour m -\-n pair

= z(o;
2 + 22)(re

2 + 42
) . . . lz

2
-f (w -f w)

2
| ,

et pour m -f- n impair

= (x
2
-f I

2
) (x* -f 32

) (re
2
-f 52) . . . \x* + (w + w)

2
J.

On voit par la que /&quot;(w, w) est deVeloppable en serie convergente

suivant les puissances descendantes de x, tant que x est suffisamment

grand (x &amp;gt;
m -\- n). Or pour obtenir directement ce deVeloppement ,

il suffit d ecrire

(COSM -+-asmu)
m sin n w = u n

-f- a1
M M + 1

-j- a2
w n + 2

-f- .
,

d ou Ton conclut

/^ ^-1 9 *
!

|

(n+lK
|

(n+l)(n + 2)a2
/ (m . n)= 1 . % . o . . . n . \ -j-f -j r^

-

Z-TQ h . . .

( cc
w + 1

rc
n + 2

rc&quot;+
3

Par consequent le num^rateur de f(m, n) est du degrd m et le coef

ficient de xm est 1 . 2 . . . w. En crivant

/0\ flm \ 1 O Q n _,. . .
; v r(m,n)- .

B
,

ou

B= re (re
2
-f 22

) (re
2
4- 42

) . . . Ire
2
4- (

w 4* W )
2

J lorsque m -\- n pair,

B = (re
2
4- I

2
) (^

2
4~ 32

) . . . Ire
2+ (w 4- )

a
l lorsque m 4 w impair,

le numeYateur A est par consequent un polyn6me du degr6 m en re, le

coefficient de re
w 6tant 1 unite.

Voici maintenant ce qui paratt etre la maniere la plus simple de

definir ce polyn6me A.

A est le de*nominateur de la fraction continue

1_ (m I)(n + 2)(a
2
4-l) (m 2) (n + 3) (a

2 + 1)

re-|-(w m-}-2)a-{- rc-|-w w-|-4)a-{- rc4~(w m -\-G)a-\-

(w ~h m) a

Ainsi pour

m = 0, A=l,

w= 2
,

A= (3 -f na) i:r 4 (n + 2) aj -f (n -f 2) (a
2
-f 1), &c.
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2. Pour e*tablir ce rsultat
, je remarque d abord que I integration

par parties donne/g XU
(COSM 4- a sin u)

m amnue- xu du= (COSM 4- a sin u)
m sin n u -hx

1 C
-\ e~ xu

[n(cosu -f-asinM) sin&quot;
-I M COSM -j-

-f- *w (cos M + fl sin M)
W - l sin n M (a cos M sin M)] d u.

La quantit6 entre [ ] qui multiplie e~ xu sous le signe f dans le se

cond membre peut s ^crire

(cos M + a sin M)- 1
sin&quot;-

1 u \n (cos M + a sin M)
2
-f

+ a (m n) sin M (cos u -f- a sin M) m (a
2 + 1) sin2 u\ ,

en sorte qu on obtient

(xf(m, ri) = a(m
(4) . . . i

m(a2 +l)f(m !, + !),

lorsque w&amp;gt;0, et pour w= 0,

(5) . . . a;/
r

(m,0) = am/
&amp;gt;

(w,0)+l m(a2
-f l)f(m 1, 1).

On voit que la relation (4) reste encore vraie pour w= 0, si Ton

adopte cette convention de remplacer alors

nf(m -\- 1, n 1)

par runite*
;
c est ce que nous ferons de*sormais. On a ainsi

(6) |

et cette relation reste vraie meme pour n= ou m= 0.

Posons

done

.

l)f(m, n)

x-\- na

la relation (6) pourra s 6crire

99 W x -f (w m) a + w (w -fll(a^-f 1) &amp;lt;p (m 1 , w+ 1)
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d ou Ton conclut pour w= la valeur explicite de 95(0, w) et dans le

cas
g6ne&quot;ral

:

(7) . . . .

x (n m)a x (n m 2)

(m 1) (n + 2) (a
2
-f 1) 1 (n + m) (a

2
-f 1)

x-\-(n w -|- 4) a + a; -{- (w -f

La valeur de 9? (m , w) est done de cette forme

P (wi , w) =: ic
m

-|- .., Q (m, w) = a?m+1 -|- &amp;gt;

tant des polyn6mes des

degrs m et m -f 1 respectivement. Lorsque w =
,

la formule (7)

donne directement la valeur de I integrale

/oo

/ (cos t&amp;lt; -f- a sin u)
m e~ xu du

^
o

sous la forme d une fraction continue. Mais il est facile maintenant

d obtenir 1 expression generale de f(m , n).

En effet ayant

f(m, w)= n&amp;lt;p(w, ri)f(m-\- 1, n 1),

on en dduit

, n)= l .2.3...w.9?(m, w)9?(m-|-l, w l)...9?(m+ n 1, l)f(m-\-n, 0),

= 1.2 ...... w . 99 (w, M)
&amp;lt;p
(w+ 1, w l)...9?(w+ w 1, l)9?(m-f w, 0),

ou encore

P (m , n) P (m -f- 1
,
n 1) P (m -j- n , 0)

Q (m , n) Q (w -f- 1
,
w 1) Q (m -\- w , 0)

Mais si Ton e&quot;crit les fractions continues, on reconnait immediate-

ment que

Q (m , w) = P (m -{- 1
,
n 1) ,

en sorte que 1 expression precedente se re*duit ft

/m f, P(m,w) Q (m l.w-4-1)
(9) . f(m , w) = 1 . 2 . . . n . .

--= 1 . 2 . . . n . ~r -r-1
^

-

C est la le r^sultat que nous avons annonce&quot;
;

il est a peine n^cessaire

de dire que Q (m -\- n , 0) = B.
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3. On obtient des resultats analogues en considerant I mt^grale

f(cosh u -f a sinh w)
m

sinh&quot; ue~ xu du= F (m, w),

o

et il suffira d indiquer ici les resultats auxquels on est conduit ,

F(m,n) 1

(10)
nF(w-f 1, w 1) (n m) a m + 2)a-f

(m l)(n + 2)(a
2

1) 1 (n + m) (a
2

1)

a- _|- (W m -f 4) a -f aj + (w

et si Ton repre*sente cette fraction continue par

P(m, n)

on a

1)

la valeur de Q (m + w, 0) 6tant

= x (x
z 22) (a;

2 42) ... jo;
2 (m

ou

= (a
J2_

12) (X
2 _

32) ... |^ . - (m 4-

(13) . . . .

selon que m -\- n est pair ou impair.

II est a remarquer toutefois que la condition que m et n sont des en-

tiers, n est point ne&quot;cessaire ici, car si Ton suppose a^ 1, cosh u -f- a sinhw,

ne s annule jamais et m peut meme etre
ne&quot;gatif.

Ainsi si Ton prend

w= et qu on remplace m par m, la formule (10) donnera

^-^&quot;dM 1 m ( 1 a2
)

(cosh M x + w a + rc-f

a

a; _|_ (m -f 4) a -f- x H- (m + 6) a +

II serait facile de demontrer que cette fraction continue est conver-

gente si Ton suppose

a&amp;gt;0, m^O, l^a^O,

mais ici nous laisserons de c6te systematiquement les questions de con

vergence, sur lesquelles nous reviendrons dans une autre occasion.
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Dans la suite nous aurons besoin d un cas particulier de la formula (14),

posons a=
,
m= 2

,

-

on bien

t V, -*u,7 * 1 2 2.3 3 4
=

3* + y+; ^r+ T+T M

ce qui peut s ecrire encore

(IB\ f^ \0\\iJ f~ xu du 1 1 . 22
. 3 3 . 42

. 5
,15) . tghue du -

o

_ ^ 2 ^ ^
-
^ 2 52

-
. . . .

4. Nous chercherons maintenant le developpement en fraction con

tinue de 1 integrale

sinh(aM)sinh(6 M) _
sinh (c u)

o

II est clair d abord qu on a

sinh (aw) sinh (6 M) J a, a2 a. 1

8inh(cu)
=aT-r^ M

+1.2. 3.4. 5&quot; -E2^7 &quot; +
--|

et Ton reconnalt facilement que a^ est un polyn6me homogene du de-

gre k en a2
,
62

,
c2 . On en de*duit

et Ton pourra par consequent developper I en fraction continue de la

maniere suivante

(17) I
ab-

C est ce developpement que nous voulons obtenir.

Voici une premiere observation dont nous aurons besoin. Lorsque a

est un multiple exact de c, a= nc, on sait que - 3

. , ! est un polv-n smh(cM) 7

n6me du degr6 n 1 en coshc, ou encore

sinh (an)

sinh(cu)
= a cosh (M 1) CM -f a ; cosh (n 3) cu -f a&quot; cosh (w 5) Ctt -f . . .

,
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p
et il est tres facile de conclure qu en ce cas I est de la forme pr-,

tyn

Pn etant un polyn6me du degre n 1
, Qn un polyn6rne du degre n

en x2
. Ainsi dans ce cas on doit avoir f*n= et la fraction continue

est finie. II est clair qu il en est de meme lorsque b= nc.

D apres la formule (16) il s agit de reduire en fraction continue la

serie

_

of&amp;gt;

Pour cela on calculera d abord

et d apres ce que nous avons dit des a A ,
il est clair qu aussi pk sera un

polyn6me homogene du degre k en a2
,
62

,
c
2

. Mais nous venons de voir

que pour a2= c
2 ou 62= c

2
, P2 , fa, /54 ,

. . . s annulent. Done &, p3 , p, . . .

sont tous divisibles par (c
2 a2

) (c
2 62 ) et d ailleurs

#&amp;gt;

ne peut s en

distinguer que par un facteur constant.

En posant done

on aura

c- . . JL_ li _|_ I?- . Is. J_
bl &quot;

z2 ^ a^ a^

XA e*tant homogene et du degre k en a2, 62
,
c2 . On en deduit

dk etant encore du degre k en a2
,
62

,
c
2

. Or d apres ce que nous avons

dit &amp;lt;32 ,
&amp;lt;53 ,

&amp;lt;5

4 , ..., doivent s annuler pour a2 = 4c2 ou 62 = 4c2
. Ces

coefficients sont done tous divisibles par (4 c2 a2
) (4 c2 62) et &amp;lt;52 ne

peut en differer que par un facteur constant. En posant done

l:Sl
= x2 + d

i
-d

2 S2 ,

on aura

1 ia-J6^ ^a_ i

b2~z2
~~
&

&quot;

yf~ &~

ek etant encore homogene et du degre k en a2
, 62,

c2 .
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II est clair que Ton peut continuer ce raisonnement , pour arriver a

ce resultat que dans la fraction continue (17) on a necessairement (si

Ton fait encore attention a la symetrie par rapport a a et 6) ,

An = pn & -f qn (a- 4- b2) , fi n rn (n
2
c
2 a2

) (w
2 c

2 b2 ) ,

Pn, &amp;lt;!*,
Tn etant des quantitys purement nume&amp;gt;iques.

Pour les obtenir

je pose d abord c= 0, ce qui donne

r sinh (a w)Jiinh (6 u) _ x u
,

./ &quot;~u~

I
a ^

mais 1 integrale definie est egale a

ru du $ I

u u
o o

et en developpant les cosh suivant les puissances de u on trouve sans

difficulte que la valeur de 1 integrale est

(x
2 a2

fe
2
4-2afr\

Or le developpement en fraction continue de ce logarithme se de-

duit par un simple changement de lettres de celui bien connu de

/*4- 1\
log (;,_ i

j
et 1 on obtient amsi

ab

par consequent
n2

_
4 n &quot;~-

~&quot;~
*

&amp;gt; *i
&quot; &quot;&quot;

j o
4n^ 1

Pour obtenir JD posons = 6=J, c= 2, il viendra

tghue-*&quot;du=-
3 - 42

_L^.
iC

J
-J- 4 p -- 2 x- -|- 4^! 2 x2-

4- 4 p2 2

et la comparaison avec la formule (15) donne

4 JWM 2 = 2 (2n 4- I)
2

,
done pn = 2 n2

4- 2 u -f- 1 .

11 26
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Ainsi nous avons

/ 8inh(oii)siDh(feii) ab
&quot; ~

sinh (cu)

;. = (2n2 4- 2n 4- 1) c2 a* &2
,

A ce resultat j ajouterai le suivant qu on obtient d une mani&re

analogue :

(19)
/- siGh(au)

,.

a J^ J^ _/g_e ~

n

Pour a 1
,
6 = 2, on obtient un resultat qu on deduit aussi comme

cas particulier de notre formule (14).

5. L integrale (19) pent s exprimer a 1 aide de la fonction

y(x)= [log T (re)],

et il en est de meme de 1 integrale (18) dans le cas particulier c=a-\-b.

Nous allons indiquer les resultats qu on obtient ainsi, mais pour abre-

ger, nous omettons la deduction qui, du reste, n offre pas de difficultes.

Considerons d abord Tintegrale

,
.smh u

o

elle est egale a

l v (x + b)-lv(x+ 1-6).

Le deVeloppement en s^rie suivant les puissances descendantes

de x est

x
_|_

ftW , ^4(6) , ftW I

/v3 vWJ
/J

On a introduit ici les polyn6mes de Bernoulli

1.2.3
e

-^--T= *&amp;gt; + r, (*) + ^,.(fr) T^ + ftW r-f-

3

-Q *
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Le developpement en fraction continue est

&quot;

_ n- (n -f 1_ 2 b) (n 1_+ 2 6)

(20) .

En second lieu 1 integrale

/- 2 sinh (6 w) sinh (1 b)_u 0jCM
i_

** *
&amp;gt;

sinh w
u

est egfale a

1 Cv 4- 6) 4- v (*+ 1- - v (-&amp;lt;-)

-
/ (- 4-

Le developpement en serie est

et le developpement en fraction continue

/on iML~
.r-f

&quot;

14- + 14- ^4- &quot;1+ ^4-*

_n(n b)(n 1 +6)
P &quot;~

2(2w 1)

_n(n + 6)(n-}-l-b)
9n ~

2(2n+l)

Si, dans la formule (20) on divise par & i et qu on pose ensuite

6= i, il viendra, en ecrivant

;.,,=
2w 1)(2?+ 1)

le developpement en serie est

ou B! = I ,
B., = g

1
^, . . . sont les nombres de Bernoulli.
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On peut deduire de la formule (21) d une facx&amp;gt;n analogue le resultat

/oo\ 4..r3
x _9^__9 1

_?!_ J?L_. J7^. J?2_* (+7y -v+ ^ + 3 + S + s +
-

_n(n + l)&quot;&quot;

_ n (n + 1
)
2

&quot;

le developpement en serie etant

L _0 _9_9[??1__ 5?2 , 7_8__ 9
.?i 1

~7\8
^ X ^

/r- &quot;/*^ ** /*-?
&quot;II I \H &quot; * ~ ^S K

(o;-f-n)
8

[ x ^ rc a;

6. Nous allons considerer encore 1 integrale

-X

( 24) .
/&quot;(a, ;̂ A)= / (sinh M cosh t*)* F (a, y?, y, sinh2

w) e
~ CM d w.

o

Ici

d^signe la s^rie hyperg^om^trique. Cette serie n est convergente que

tant que z est
&amp;lt;

1 tandis que dans la formule (24) 1 argument de la

seYie hyperge&quot;ometrique varie de a &amp;lt;x&amp;gt; . Mais on sait que

(25) . . . P(at Ay,-*)= (l-h)-

et un argument ndgatif est ainsi ramene a un argument positif et infe&quot;-

rieur a 1 unit^. A la verite&quot; il aurait fallu appliquer cette formule (25)

dans 1 expression (24), c est simplement pour abre&quot;ger
l
j
^criture que nous

ne 1 avons pas fait.

Enfin dans le premier membre de (24) nous n avons pas indiqu le

parametre y puisqu il faudra supposer toujours

(26) ..-....-.. y = }(a + /J+l).

Une integration par parties donne

00

(27) ..... xf(a, P,k)=
j

(sinh w cosh u)
k L.e~ :tu d u

,

*

L = k (cosh
2 M -f sich2 M) F (a, p, 7 )

- -- sinh2 w cosh2 w F (a -{- 1
, + 1,
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le quatrieme element dans les series hypergeometriques e&quot;tant toujours
- sinh2

u.

On a d autre part

-f a
/
5sinh2 Mcosh2 wF(a-f J,/ff+ 1, y 4- 1),

ou si Ton introduit la valeur 7 = (tt-f-/tf-[-l)&amp;gt;

(cosh
2 M -f sinh2 u) F (, /?, y)= F (a 1, /? 1, y 1) 4-

A Paide de cette relation on peut e&quot;liminer F (a, ft, y) de 1 expression L,

et Ton obtient ainsi cette relation

/ xf(a, ft, k) = kf(a I, ft 1, k 1)
-

(28) . . ) a R(a + B~\k}
(

-
^-y^ZTTy--

-V( + i,0+ i,*H~i).

II faut supposer dans cette formule & &amp;gt;0 ;
elle reste encore exacte

pour k = 0, a condition de remplacer alors

kf(a-\, /?!,* -1)

par I unit6.

On obtient maintenant sans difficulte le ddv^eloppement en fraction

continue

(29)
f(a &amp;gt; P&amp;gt; *) _J _Jo ^i i.

A/
1

(a I,/? 1, A; I)~~rc4 re -f a? 4 a;-)-

An =

et en particulier pour A; = 0,

(30) .

On pourra en de*duire un grand nombre de formules plus particulieres,

dont quelques unes ont 6t6 obtenues d6ja d une autre fagon.
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7. Soit en dernier lieu

(31) .
f(&amp;lt;t,ft,y)

=

les parametres , //, ;
etant arbitraire.s.

Une integration par parties donne d abord

oo *

.c / sinh j) u cosh u F (, /?, y) fe~
M du\ sinh^~ ] M cosh

&quot; 1 wLe &quot;

dw,

/&amp;gt;

L (cosh
1
u-\-q sinh2 M) F ( , /i, j-) ^

&quot;

f
sinha M coshJ

z&amp;lt; F ( -f 1
, ft -f 1

, r -f 1
)

Mais on a

i + (a 4- ft
-

i) sinh- M] F (a, p, r,)
= (7

-
i) F (

-
i, ft
-

i, r
-

i) +

4-
&quot;/

sinh2 M cosh2 M F ( -f 1, /^ -f 1, r + 1).

Or en introduisant les valeurs

p = y 1
, q = a+fl y

on a

p cosh2 u -f- tf sinh
2 M = r 1

-f&quot; ( -f- /? 1) sinh2 u
,

done

L = (; 1) F ( 1, /? 1, 5 1)

a ^ sirih
2 MCOsh- wF( + !,/*+ !, ? + !)

d ou Ton conclut

(32) . 05/

I

(a f /J,y) = -l)A(-l l ^-l,; -l)--
C

^/ (4-l^-}- lJ&quot;f 1),

et si Ton pose

r (, A r)
=

{r
_

i) f(aJV/_ f, y _T)

(, ft, r) = x+ np&amp;lt;r(n +T
-

J+ -1,

en sorte qu on obtient le de&quot;veloppement en fraction continue

(33) ,---_rjTy/^ A^i; y-

Le rapport

a-
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est done mde&quot;pendant de y. Pour obtenir alors la valeur de ce rapport

sous une forme plus simple on pourra poser y = fi,ce qui donne

F (a, ft, y, sinhJ
u) = cosh&quot;

2a u
,

et Ton trouve

f BinhP- 1 ucosh- tt ue- ru du
fin A v\ A

(34) r-

o

Si Ton substitue cette valeur dans la formule (33) on obtient un r6sultat

quise d^duitaussi de la formule (10) en prenant a= 0, m= a, w==^ 1.
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Note sur quelques fractions continues.

(Q. J. Math., London, 25, 1891, J. 198200.)

1. M. Hermite obtient dans son Cours de la Sorbonne (4
i6me Edi

tion
, p. 116) ce resultat 61egant

1 . 3 . 5 ... (2n - 1) _ JL
2.4.6...(2w) ~V\n(n+ e)\

(0 &amp;lt; &amp;lt; i)

En posant

irT767!T(2nr&quot;
=
J/Rw()t

nous trouvons que &amp;lt;p(n) pent s exprimer par une fraction continue con-

vergente d une loi tres simple

oM 1
-f&quot; -^- ,3.5 _ _

Pour w=l, 7 (1) = = 1.27324 .

71

R^duites. Corrections.

1 -1-0.27324,

1.28571 -0.01247,

1.27119 4-0.00205,

1.27883 -0.00059,

1.27301 +0.00023,

1.27334 -0.00010,

1.27319 -f 0.00006,

1.27327 0.00003.
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2. Le resultat que nous venons d noncer, se deduit sans difficult^

de cette formule

(I)

r~(x + Jo -h i) r
( i

2a

22 aj
,., _ a

&quot;4 a; -f- . . .

En effet pour a = \ ,

r(x) vj
8

8a; 4-

d ou Ton conclut 1 expression donnee pour 99 (n).

On a encore

3.5

(0) - -

d ou pour a= 0,

3. Nous indiquerons maintenant la deduction de ces tbrmules (I)

et (II) Dans notre article Sur quelques integrales definies et leur

developpement en fractions continues (ce Journal, t. 24, 1890), nous

avons obtenu la formule suivante

sinh/5 u . &amp;gt;

_ __ a~
r 4-

&quot;

- (n 4- 1 \(rt 4- 11h
a;

&quot;+

l ^



394 NOTE SUR QUELQUES FRACTIONS CONTINUES.

En remplagant ici

u par 1 a
,

/Tpar 1 H- a,

x par 4 a;,

on verra facilement par la substitution e ~* u v que les integrales s ex-

priment par la fonction r et Ton obtiendra apres quelques reductions

faciles la formule (I).

La formule (II) s obtient d une maniere analogue, en remplacant

(i par | a
,

/; par I -f a
,

x par 4;c,

et substituant c&quot;
4tt = v. Les calculs n ofFrant point de difficult^ nous

croyons inutile d insister. La fonction r s introduit toujours par la

formule connue
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(Paris, C.-R. Acacl. Sci., 118, 1894, 1315-1317)

Sur une application des fractions continues.

(Note, presentee par M. Picard.)

Soit

F (z) = c^ -f f,
z -\- c2 z

2
-f . . .

,

une se&amp;gt;ie a coefficients re&quot;els. Admettons que tons les determinants

CQ

CjAM

C n -I Cn .

Cn

Cn

a

soient positifs. On peut cunclure de la :

1. One tons les coefficients cn sont positifs ;

2. Que le rapport

c n+i
Cn

va toujours en croissant avec n.

Deux cas peuvent se presenter, on bien ce rapport croit avec n au-

dela de tonte limite, on bien ce rapport tend vers une limite finic. Ad-
tnettons encore que ce soit le second cas qui arrive et que

lirn^t!**.
Cn

La fonction F (z) est alors d^finie par la serie d abord pour les valeurs
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Mais cette fonction F (z) existe en r6alit6 dans tout le plan et y est

partout reguliere. Elle admet seulement comme ligne singuliere le

segment de 1 axe rel entre x -r et x= oo .

C est ce qui r6sulte de nos recherches sur les fractions continues dont

nous avons termine&quot; la redaction. En effet
,
on a

oil

A M .fiB w _-i. wn= Al I &2-l = T ~
ft 2n = A ft

On demontre que cette fraction continue est convergente dans tout

le plan et y repr^sente une fonction analytique avec le caractere que

nous venons d indiquer.

En general ,
c est a-dire taut qu on n introduit pas de nouvelles con

ditions restrictives relatives aux coefficients c n ,
la partie de 1 axe r6el

entre x j et x= oo est une veYitable ligne singuliere et Ton ne peut pas
A

continuer analytiquement la fonction F (z) en traversant cette ligne.

Mais, dans des cas particuliers ,
les choses peuvent se simplifier, et c est

precisement sur un cas de cette nature que nous voudrions appeler Tat-

tention ici.

L etude du beau M^moire Sur les equations de la Physique math-

matique, que M. Poincare vient de faire parattre (Comptes rendus de la

Socie&quot;t mathdmatique de Palerme
,

t. VIII), nous a
suggeVe&quot;

I id6e de

poser cette question : clans quel cas la fonction F (z} est-elle meromorphe
dans tout le plan?

La reponse est d une simplicite inattendue.

Pour que la fonction Y(z) soit meromorphe dans tout le plan, il faut

et il suffit que 1 on ait, pour w = oo
?

Mm &2n-l = Urn &2n &quot;= 0.
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Si ces conditions se trouvent ve rifiees
,
on a

-
a n z

Les p6les u n sont naturellement tous rels et ^ .
,
le premier d entre

eux est
T

=
;

Les coefficients ?ww sont positifs ,
C est une constante

positive ou nulle dont la valeur peut s exprimer ainsi :

OA+i\C hm A w +i : 57OQ /n=
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(Paris, C.-R.
,
Acacl. Sci.

, 118, 1894, 1401 1403).

Recherches sur les fractions continues.

(M^moire, present^ par M. Hermite.) (Extrait par 1 auteur.)

(Renvoi a la Section de Geometric.)

1. L objet de ce travail est I &ude de la fraction continue

1 :
rr,

z -j- 1 : ,

2 -f- 1 : an z -f 1 : r/4 -f . . .
,

ou z est line variable imaginaire et
, , a.,, n.

t ,
. . . sont des nombres re~els

positifs.

Deux cas sont a distin^uer selon que la se&amp;gt;ie

(S) ....... % -H fl-J + :{ + f

est convergente ou divergente.

L etude du premier cas est de beaucoup la plus simple et conduit aux

r6sultats suivants.

Dans le cas ou la se&amp;gt;ie (S) est convergente ,
les requites d ordre pair

et les re&quot;duites d ordre impair tendent vers deux limites diff^rentes

p (z) Pi .()

q (z) q } (z)

lei p(s), &amp;lt;j(3), / , (), q\ (*) sont des fonctions holomorphes dans tout

le plan, ce sont des fonctions entieres de z du genre ze&amp;gt;o Ces fonction

n admettent que des z6ros simples qui sont r6els et ndgarifs ,
et

P(Z) _ ^ . f^_ , J**_._

q(z}~ z +~ A,

&quot;^

z + L^ Z -f A3

s
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2. Avant d aller plus loin
,
considerons le deVeloppement de la

fraction continue suivant les puissances descendantes de z. Ce develop-

pement se prsente sous la forme

les coefficients cw e&quot;tant positifs et le rapport

croit constamment avec n. Deux cas peuvent se presenter : ou bien ce

rapport tend vers une limite finie A et alors la se&amp;gt;ie (S L )
est convergente

pour 2
&amp;gt; /, on bien ce rapport crott an dela de toute limite, et alors

la seYie (Sj) est toujours diverg-ente

Nous trouvons que le premier cas a lieu lorsque les nombres

J.
Ct n Q&amp;gt; a + 1

(n = 1, 2, 3, . . .)

sont Halites sup^rieurement. Dans le cas contraire
,

c est le second cas

qui a lieu.

3. Conside&amp;gt;ons le cas ou la serie (S) est divergente. Nous trouvons

d abord que les rdduites d ordre pair ou impair tendent vers une meme
limite F(^), la fraction continue est convergente ,

et cela pour toutes

les valeurs re&quot;elles ou imaginaires de z : il faut faire exception seulement

pour les valeurs re&quot;elles negatives.

La partie negative de 1 axe r^el est ainsi une ligne singuliere.

La fonction F (z) est une fonction analytique holomorphe dans tout

le domaine que nous venons d indiquer.

Pour obteriir ce r^sultat nous nous appuyons surtout sur un th^oreme

de la th^orie des fonctions qu on peut e&quot;noncer ainsi. Soit

une suite infinie dti fonctions analytiques holomorphes dans un domaine

S limite par un contour s. Si le module de la somme
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admet une limite superieure L, independante de w, tant que z est dans

S ou sur s; si ensuite la serie

F(*) =

est uniformement convergente dans un cercle quelconque C compris

entierement dans S ,
alors on pent affirmer que cette meme se&amp;gt;ie est

uniformement convergente dans tout le domaine S
,
et F () est holo

morphe dans le meme domaine.

4. Le re&quot;sultat precedent laisse obscure la nature de la ligne singuliere ;

pour eclaircir ce dernier point nous montrons que la fonction F (*) peut

se mettre sous cette nouvelle forme analytique

/* d $ (W) __ I
&quot;* *(*

-I JjfS-
a

*J Of + i*)
2

ii

Ici * (u) est une fonction reelle et croissante

*(0) = 0, *(*)= 4

,

mais elle peut avoir des sauts brusques dans tout intervalle, et aussi

elle n est nullement assujettie a etre une fonction analytique. Cela

suffit pour montrer qu en general la ligne essentielle met un obstacle

infranchissable a la continuation analytique de F (z).

Lorsque le rapport c + i : cn tend vers une limite finie A, la fonction

* (u) est constante a partir de u l et 1 expression de F (*) se r^duit a

formule dans laquelle * (u) peut etre une fonction croissante absolu-

ment quelconque.

5. Dans la derniere partie de notre travail ,
nous faisons quelques

applications de la theorie qu on vient de re&quot;sumer.
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L etude, au point de vue de la convergence, de la fraction continue

qui provient d une integrate

/- dy (w)

J z -\- u

y (u) etant une fonction croissante quelconque ,
n offre plus de diffi-

cult6s.

Comme resultat particulier, nous montrons qu il suffit de trans

former la serie de Stirling

T 1 2 I Bg
1 9^ 3 A. ** } f\ ?oI a m o x&amp;lt;& &amp;lt;J . \j &

en fraction continue

1 :
!
z -\- 1 : r/

2 z + 1 : a3 z -f- . . .
,

pour avoir une expression convergente qui represente J (z) taut que la

partie reelle de z est positive.

26
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(Ann. Fac. Sci. Toulouse, 8, 1894, J. i i 22
, 9, 1895 ,

A. i 47.)

Recherches sur les fractions continues.

INTRODUCTION.

L objet de ce travail est Petude de la fraction continue

a) . . .

l- -

&quot;

. -

#2n ~T~

dans laquelle les a, sont des nombres reels et positifs, tandis que z est

une variable qui peut prendre toutes les valeurs reelles ou imaginaires.

En desicmant par
&quot;

,
: la ni6me reduite qui ne depend que des n pre-^ WH \)

miers coefficients
a&amp;lt;,

nous chercherons dans quels cas cette reduite

tend vers une limite pour n = &amp;lt;x&amp;gt; et nous aurons a approfondir la nature

de cette limite conside&quot;ree comme une fonction de z.

Nous allons rsumer le r^sultat le plus essentiel de cette etude. II y

a deux cas a distinguer.
00

Premier cas. -- La serie V&quot; a est convergente.

Dans ce cas, on a, pour toute valeur finie de z,

HmPs()=p(}j
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p(z), q(z) J pl (z), ql (z) 6tant des fonctions holomorphes dans tout le plan

qui satisfont a la relation

q (z) p l (z) q l (z) p (z) = -f 1.

Ces fonctions sont du genre ze&quot;ro et n admettent que des zeros sim

ples qui sont reels et negatifs.

Les reduites d ordre pair et les rduites d ordre impair tendent done

chacune vers une limite, mais ces limites sont ditferentes et peuvent
se mettre aussi sous la forme d une serie de fractions simples

I _J*ft_ ,

r &quot;&quot;*

q (z) z -f A
x

z -f A
2

P\W _ _^b _|_ _3 i _^2 i _J_
Vk _L

& Oe)

~~
*

r
z 4- 6&amp;gt;!

&quot;T + 6&amp;gt;

2

&quot;* *&quot;

-f Bk
&quot;*

A* A i ^fc, ^fc, ^fc 6tant des nombres r6els et positifs.

oo

Second cas. La seYie \^ an est divergente.
i

Dans ce cas
,
les reduites tendent vers une limite finie quelle que soit

la valeur de z\ il faut excepter seulement les valeuis reelles et n^ga-
tives de z, et considerer ainsi la partie negative de 1 axe reel comme
une coupure. Cette limite est une fonction analytique de z qui peut se

mettre sous la forme

M
_1- M )2 / z I M(M+uf J Z +

Ici $ (u) est une fonction re&quot;elle et croissante (non analytique ,
en

ge&quot;ne&amp;gt;al) qui croit de *(0)= jusqu k
4&amp;gt;(oo)

= Cette fonction
3&amp;gt;(u)a

\

pent d ailleurs presenter des sauts brusques en nombre fini ou infini.

La coupure sera ainsi une ligne de singularites essentielles dans le cas

ou $( &amp;lt;) pr^sente des discontinuities dans tout intervalle (ce qu il faut

considerer comme le cas general) on meme lorsqu elle est seulement

non analytique.

On rencontre souvent sous des formes un peu diff^rentes des frac-
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tions continues qui rentrent reellement dans le type (I) et auxquelles

on peut ainsi appliquer nos theoremes. D abord, en posant

b =i b
&o-^r,

&n-
c

la fraction continue (I) peut s ecrire

(I
a
) ir

1+ ^
*+-.

et pour tz = l

63 1
1+-

1+

A 1 aide de I identit6

_A_

+*-

la fraction continue (I
a
) pourra se transformer en (P)

U c
) ....-- -&quot;

-ITT

la ni6me r^duite de (P) est identique avec la 2nifeme reduite de (I) ou

de (I
a
).

Cette fraction (I
c
)
est de la forme

T^ *B
s4-4

..,

avec des valeurs positives des A,-, a^. Cette forme (I
d
)
se rencontre assez

souvent; des lors
,

il y a de 1 interet a savoir si elle peut se mettre sous
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la forme (I
c
) avec des valeurs positives des bi, en sorte que nos theo-

remes soient applicables. En identifiant on a

6 = A
, &!

=
!,

61 b2= ^ ,
b2 -j- 63= a

? ,

d ou Ton tire successivement & ,
6lf 62 &amp;gt;

&amp;gt;

et ge&quot;neralement

1 1

n - 1 . A^&quot;

9

bzn-l = A w fan-

Cependant, il pent arriver que le calcul de ces bi devienne com-

plique et, puisqu il s agit seulement de savoir si ces quantites sont

toutes positives ou non
,
on pourra quelquefois avec avantage se servir

de la proposition suivante.

Les quantites 6, sont certainement toutes positives si Ton peut trou-

ver une fonction positive de n, Pn (Pj =0), telle que

Pn&amp;lt; n (=1, 2, 3, ...),

&quot;n ^- r,

En effet
,
62 = est positif et ne surpasse pas

l

p ^ P2 . Or
,

si
a

i
a

i
~ M

w-2 est compris entre et PM ,
on en conclura a cause de

i 2

que 62 n est positif, plus petit que
-

^-5- ^Pn
a n -f n

Done on aura gdneralement

et puis &2n-i = A n : 6an est aussi positif.

En particulier les bi sont tons positifs dans les deux cas suivants:

1 Lorsque a n ^ l-j-A n , puisque la proposition e&quot;noncee s applique
alors en prenant Pn = 1

;

2 Lorsque a n + i^l-|-A n ,
il suffit alors de prendre Pn= A w _i.
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Conside&quot;rons, par example, la Traction continue etudiee par Laguerre

qui est de la forme (I
d
)
avec les valeurs suivantes des coefficients

J = l, ;, ( -^n2 (n^l),

a n= 2 n 1 .

Le calcul des &, n offre ici aucune difficulte et Ton trouve

pus

Laguerre, en supposant z reel positif, a montre que la fraction con

tinue est convergente et 6gale a

z + u
o

II r6sulte maintenant de notre th^orie que cette proposition s 6tend

a toutes les valeurs replies ou imaginaires de z, en faisant exception

pour les valeurs replies et negatives.

Considerons, en second lieu, la fraction continue que nous avons

rencontree dans ces Annales, t. Ill
,
et qui est encore de la forme I

d
,

abstraction faite du changement de z en 22 . On a

^o= l, A M= (2 n 1) (2 nf (2 n + 1) k
2

,

A;
2 6tant une quantit^ positive. Le calcul des 6 t

- se complique ici. Mais

si Ton prend
n 1 p n

n&amp;gt;

~
2n 1

1 inegalite

An
=2 **+!

an Pn

se r6duit a

4 A2 g (1 + A;
2
)

2
,

et se trouve done satisfaite. La fraction continue considered appartient

done encore au type que nous avons
^tudie&quot;.
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CHAPITRE I.

&TUDE DES POLYNOMES Pn (z) , Qn (*).

1. Conside&amp;gt;ons une suite de nombres N, Nj, N2 , ..., lies par les

relations

Nfc _ i = a k Nfc + N/c +1.

On pourra exprimer successivement N par Nt
et N2 , par N2 et N3 , par

N3 et N4 ,
etc.

N = fooc, -f 1) N2 + a
x
N3
= K^ag -f % + %) N3 -f (^ a2 + 1) N4

= . . . .

Introduisons un symbole

[alt a2t . . ., a*],

d6termin6 par les relations

j

OJ= i i Cai , 2] i 2 + !
,

(UOj, a2 , ...,o*] = [a1 ,
a2 , ..., a A _i]a fc + [au a2 ,

. ..,a fc _ 2],

on aura

(2) ... N = [a t ,
a2 , .../&] Nfc + [a1} 2 , ..., a*_i]Nfc -i-i.

II est clair que N, N*, N*+j sont lies par une relation line&quot;aire et ho-

mogene. II est facile d obtenir cette relation. Multiplions (2) par a k + i

et remplacons a k +i Nfc + i par Nfc N*+ 2 ,
on aura

= a
1 ,

a2 ,
. . .,

multiplions par aA+2 et ajoutons, membre a membre, a (2), il vient

[aA+ i, a A + 2]N = [a 1 ,
a2 ,

. ..

et il est clair qu on aura ge&quot;neralement

(3) . [cik+i, fc+ 2 , ...,

= [a x , a2 ,
. . .

,
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De la, nous aliens deduire une identite dont nous aurons besoin dans

la suite. En remplacant k par a
,

I par p -\- y -\- 1
,
on a

4- (-

D autre part, en eliminant Na 4.^ + 1 entre les formules

on obtient la relation entre N, Na ,
Na + /3 + + 1

sous la forme

(5) AN= [a1} ...,aa+ ^]|[^,...,aa + ^ + 7]Na+ (

ou

A = [a t ,
. . .

,
aa + ? + ] X [oa + 1 ,

. . .
,
aa

La comparaison de (4) et (5) montre qu on a identiquement

Nous avons done cette relation

(A) . . 15 . ..,aa + /? + y]X[aa+1 ,
. ..,oa

=
[!&amp;gt; &amp;gt; a+?] X [fl-a + i, , n

II est utile de noter certains cas particuliers. Pour /5 0, on a

(B) [&amp;lt;/! ,..., + 7]
=

[&quot;! ,
. . .

,
aa] X

X K + i, ..., fla v] + [l ---- a-l] X K
et pour a = 7 = 1

,

(C) [ai,...,a^ + 2]xK,...,

Pour y = 1, la relation (B) reproduit la loi de recurrence (1); pour

a = l, il vient

(6) ... C^, ..., a
7 + 1]

= a
l [ff2 , ...,

On en conclut facilement

[flu --igft]_ Q ,

+
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tandis que v
d apres (1),

D apres ce qui precede ,
cette derniere fraction continue est aussi

e&quot;-ale & r
&quot;*

---i ,
d ofc il est facile de concli

*&amp;gt;

[a k !)&amp;gt; fli I

ure

(7) ..... On 2 i &amp;gt; *]
= [* ft *-i , J-

II est clair que le symbole [alt . . .
,
a k ,

. . .
, fl] est Iin6aire par rapport &

un quelconque des elements a* et, a 1 aide de (B), on trouve facilement

(8) . . [tfn ..., ttn]
= [!,.-., A-l] X [flfc+l, ..-, anj^A + cJl.

ou cR est independant de a fc et pent se mettre sous les formes

^^[^...^fc-i^afc + i^.Manl^Cai, ...,a k -2,a k -i-\-ak+ i,n k+2,...,an~].

Enfin
,
on s assure encore facilement des relations suivantes

,
ou m

est un nombre quelconque,

/Q\

, ma,, , ..., wa 2n _i,m wi

2. II est clair, d apres ce qui precede, que les numrateurs et les

denominateurs des r^duites de notre fraction continue s expriment de la

fac.on suivante a 1 aide du symbole [ax ,
. . .

, a,J que nous avons introduit

-li 2n],

Nous designerons par Pj(a), Qj() ce que deviennent Pn (), Q(a)

lorsqu on remplace partout ,- par a,-+ fc. Les formules du n 1 donneront

ainsi des relations identiques entre ces polynomes en changeant a, en

a,, lorsque i est impair. On a ainsi les formules

Q 2n (Z)
= d2n Q 2 n-l (Z) + Q2n-2 () ,

* Qaw () + Q2n-l ()
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On s apergoit facilement qu on a generalement

P2n (
3 )
= d + ai

Z + . . . 4- d n _i
- 1

,

Q 2 n (0)
= $o -f $1 + + & 2&quot;

,

(0)
=

3&amp;gt; + i + -.. + n + l ZW+ T

,

les coefficients tant des polynomes des j. La loi generale de ces coeffi

cients est un peu compliquee ;
elle ne nous serait d ailleurs d aucune

utilit^, mais on reconnalt facilement les quelques expressions suivantes

qui nous seront utiles.

a2 a3 as a4

1

* -*-

a2 a3

A cause de la relation identique

Q2n (Z) ?2n + 1 () P2 n (*) Q2n + i ()= 1
,

on a
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3. Nous aliens tablir maintenant quelques propositions sur les

racines- des Equations qu on obtient en annulant les polynomes P et Q.

Les polynomes P, du reste
,
ne different pas essentiellement des poly

nomes Q, et nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation

(A) du n 1
, posons

a = 2n 3, = 1, y = 2,

il viendra, en changeant toujours en en a,- z lorsque i est impair,

on voit que

Q 2 n(3),Q2n-2(z), Q2n- 4 (*).-. Q2 (*)i Qo () = !

forment une suite de Sturm. Pour = oo
,
cette suite prsente n va

riations de signe , pour = il n y a aucune variation. On en conclut

que les n racines de

Q 2M (s)
= 0,

sont replies
, inegales, negatives et separees par celles de Q2n -2(3)= 0.

Lorsque z passe en croissant par une racine de Q2n (0)
= 0, le rapport

Q 2n _ 2 (2) : Q 2w (2) saute de == oo a +00.

Posons maintenant dans la relation (A),

a = 2n 2, /?=!, y = 2,

on aura

done

) Q2n-l(g)00 Z

forment une suite de Sturm. Les n racines de

^ , i, j 2n-l n
sont reelles, inegales, negatives et separees par celles de ---- u.

Le rapport Q2n _i (0) : Q2n + i () saute toujours de oo a + oo . Prenons

maintenant

a = 2n 2, 0=1, y = l,
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on aura

done

forment une suite de Sturm: les racines de Qan(*) = sont separees

par celles de
n-1 ^ =0. Posons enfin
z

a= 2n 1, /*=!, y = 1
,

il viendra

#2nQ2n + l (*)= [02n, 2n -hi *] Q 2 n () Q2n-2(s)i

done

), Q2n(), Q2n-2(*), -, Q2 (), Q () = 1

forment une suite de Sturm. Les racines de Q 2w + i ()= sont
se&quot;pare&quot;es

par celles de Q 2 n(z)= 0.

Nous venons de voir que les racines de

Q2n-l() r---= [!, 02*, flfg,
.. ., a2M _ 2

9

se&quot;parent les racines de

Q2n (*)
=

!&amp;gt;!,
a2 z, a3 ,

.. ., a 2n -ii

Done aussi les racines de

[flaw, a2-i*i 2n-2, . . .
,
a3 0, a2]

=

se&quot;pareront les racines de

2, , #3 *
,

fl-2 , ! *] = ,

ce qui revient a dire que les racines de P2 n(*)= s^parent les racines

de Q 2 (*) = 0.

De meme, on verra que la proposition que les racines de Q 2n (s)=
sparent les racines de Q 2n + i(s) = ne differe pas au fond de celle-ci:

les racines de P2n+1 () o s^parent les racines de Q 2 n + i(*)= 0.
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II resulte de la que dans les decompositions en fractions simples

T
M2 Mn

y} N N &quot;M N
9= _P- _L &quot;&quot;I

_}_
_J5i_ _1_ _L &quot;*

*/ * *^
I

&quot;

Jv-\ w |~ *t/9 &amp;lt;* I
&quot; 00 fi

les quantitys M,, N,- sont toutes positives. (II va sans dire que les x % ne

sont pas les memes dans les deux formules.)

4. Les racines de 1 equation Q n (x) = sont evidemment des fonc

tions des n premiers nombres a,. Peut-il arriver cependant qu une telle

racine ne depende point d un de ces at? C est ce que nous allons exa

miner. On a d apres la formule (B) du n 1
,
en employant la notation

que nous avons expliquee au commencement du n 2,

(1)

(2) ...
Nous savons que les deux polynomes Q n (s),Pn() ne s annulent

jamais pour une meme valeur de z, de meme Q n (X) et Q n _!(^). Cela

tant, il est facile de conclure de la formule (1):

Si x= a annule deux des fonctions Q2n+2w (&amp;lt;s), Q2n(z), P|n (s )&amp;gt;

cette

valeur x= a annulera aussi la troisieme de ces fonctions.

Si x= a annule deux des fonctions Qon+2n (^), Q2n-i(-s), QfJJ OO cette

valeur x= a annulera aussi la troisieme de ces fonctions.

Dans le second membre de (1), c est le polynome Qln C3) seul qui

depend de 2n+i; en mettant en Evidence ce coefficient, il vient

ou R(0) est un polynome qui ne depend point de a^n+ i. 11 est clair

maintenant que les racines de Q2n+2n (s) qui ne dependent point

de a2n-i-i doivent satisfaire aux equations

R (z) = 0.

Une telle racine doit done annuler 1 un des deux polynomes Qz n (z),

P%&quot;&amp;gt;(z), mais, d apres ce qu on vient de voir, elle annule alors aussi

1 autre. Rciproquement, une valeur z= a qui annule Qo n (^) et Pl%(z)
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annulera aussi Q2n+2n (s) d apres la formule (1), puis aussi ~R(z) d apres

la formule (3), et sera par consequent une racine de Q2n+2n 0s) = qui

est independante de 2n+ i. Ainsi les racines de Q2w+ 2n (2) = qui sont

inde&quot;pendantes de a2n +i coincident avec les racines communes des

deux Equations

Q 2w (z)= 0, ?& (*)
= 0.

Et il est clair que ces Equations peuvent ,
en effet

,
avoir des racines

communes, car la premiere ne depend que des parametres a1? a2 ,
. . .

,

azn, la secondedes parametres a2n+2, a2n+3, , 2n+2n - Mais on voit

aussi qu en general ,
c est a dire lorsque les ai ne satisfont pas a cer-

taines conditions particulieres, ces racines n existent pas.

On e&quot;tablira de la meme fagon que les racines de Q2w+2n (s)
= qui

sont independantes de a^n coincident avec les racines communes des

deux Equations

La formule (2) donne lieu a des conclusions analogues qu il suffira

d e&quot;noncer.

Les racines de Q2n+2n + i(^) = qui sont independantes de a.9 n coin

cident avec les racines communes des deux Equations

Les racines de Q2w+2n +iCs) = qui sont independantes de

coincident avec les racines communes des deux Equations

5. Nous allons 6tablir maintenant les propositions suivantes qui

completent celles obtenues au n 3.

Les racines de Q2n+2n () = sont separees par celles de

Q 2n (z) ?! = (),

et galement par celles de
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Les racines de Q2n+2n + i(2) : z= Q sont separ6es par celles de

Q2-i(*)Ql!! +i() :* = (&amp;gt;.

Les racines de Q2n+2n +i(-s)
= sont separ6es par celles de

Q*WP&+iWt=0.
Pour n = ou =1 on retrouve les propositions du n 3.

II suffira de d6velopper la demonstration de la premiere proposition

Reprenons la relation

-

et designons les racines de Q 2w () = rangees par ordre de grandeur

croissante par

a
&amp;lt;

a
&amp;lt;

a&quot;
&amp;lt;

a
&quot;

&amp;lt;
. . .

;

de meme les racines de
Pi&quot; (^)

= par

ft &amp;lt; ft &amp;lt; ft&quot;
. .

et 1 ensemble des racines a et ft par

Xl &amp;lt;
X2 &amp;lt;%&amp;lt;...&amp;lt; Xn+ n -l-

Cela etant
,
la proposition enoncee revient a ceci : la suite des quan-

tit^s

Q2n+ 2n (iCi) (
= 0, 1,2,3,..., + fl )i

ou XQ= oo et aJn+n ^0, ne presente que des variations de signe.

D abord Q2w+2n (#o) a le signe de ( l)
n + n

; quanta Q2n+2n (^i) deux

cas sont k distinguer selon qu on a x
l
= a ou xl

=
fi.

Dans le premier cas,

dans le second cas,

Or, on voit facilement que dans le premier cas Q2n-i() a le signe

de
( l)

n et PoJJ (a) le signe de ( l)&quot;^
1

,
car a est plus petit que la

plus petite racine de Q2n-i(-s) = et aussi plus petit que ft.

Dans le second cas
,
on voit de rneme que Q 2n (ft) a le signe de

( l)
n

,

Qln (^) IG signe de ( I)&quot;

* 1
,
car ft est compris dans 1 intervalle des
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deux plus petites racines de Q| (z)
= 0. On voit que ,

dans tous les cas,

Q 2 ,,+2n (zi) a le signe de ( l)
n + n + 1

;
ainsi Q 2 n+ 2n (^o), Q2n+2n (xi)

prsentent une variation.

Supposons maintenant que, dans la suite des Xi, deux racines con-

secutives x k et x k + i soient des racines a. On aura

Q 2 n + 2 (aJft)
= Q 2 n-i(a) PIS (a),

Or, a et a etant deux racines consecutives de Q2M (z):=0 compren-

nent une racine et uneseule de Q 2n -i(^) 0: done Q 2M -i() et Q 2n -i(a )

ont des signes contraires.

D autre part ,
entre a et a il n y a par hypothese aucune racine ft

de p2( )
= 0. Done P^ (a) et P|^ (a ) ont meme signe, et il s ensuit

que Q 2 n+2n (Zfc) et Q 2 n+ 2 te ft + i) pr^sentent encore une variation Dans

le cas ou Xk= ft,x k + i =/? ,
on aura

Q 2 +2 (a;*) =Q 2 (/) QlS ^i

Q 2n + 2 n (^+ l)=Q2n(/5 )Q^ (A

Q 2 n(/
;

) et Q 2 f/8 ) ont meme signe, Q| 08) et Q^ (/ )
ont des signes

contraires ;Q 2n+2n (^)etQ2n+2n (a; /c+ i)pr6sentent encore une variation.

On arrive a la meme conclusion dans les deux cas qui restent a dis-

cuter, x k= a,x k + i
= P et x k= ft, x k + i = a; dans le premier cas

Q 2 n+ 2n (aJ*) =Q2n-l()P 2 n (),

Q 2n -i(z):za par rapport aQ 2n (s) \es proprietes de la d6rive&quot;e Q 2n (z);

ensuite Q 2w () a le signe de Q2w ( -h), Q 2 n-i () le signe de Q2w -i(a+)

(e positif tres petit).

On en conclut ais^ment que le rapport Q 2n _i (a) : Q2n () est negatif.

Ensuite
?!&quot; () a par rapport a Q !&quot; () les propri^t6s de la d6riv6e

;

P|^Ca) a le signe de P^ (ft ); Qln C/
8) le signe de Qln ^ ) Le

rapport Po (a) : Q|JJ (/S)
a done le signe de
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et ce signe est -J-, si 1 on remarque que ft est une racine de

qui est comprise entre deux racines consecutives de Ql 0z) = 0. Ainsi

Q2n+2n (#*)&amp;gt; Q2n+2n (xk +1) presentent encore une variation.

Enfin
,
si 1 on a

on constate que Q2r(/?) : Q2n-i (a) est positif, puis Qi () : P} (a) est

ne&quot;gatif.

Les w -j- n premiers termes de la suite

Q2n+ 2n (#i) (l = 0, 1
, 2, . . .

,
W + W ;

)

ne presentent done que des variations et 1 avant-dernier terme est done

ne*gatif ,
tandis que le dernier terme est positif. La proposition enoncee

se trouve ainsi etablie.

Nous avons
suppose&quot;

dans ce raisonnement qu aucune racine a n est

egale a une racine
ft.
C est ce qui arrive en general ,

mais la nature

meme de la proposition montre qu il pent en etre autrement dans des

cas exceptionnels. En effet
,
d apres notre proposition ,

chacun des

n -j- n 1 intervalles formes par les racines de

Q+i (*)=(),

renferme une racine a ou bien une racine ft. Mais on ne saurait dire

a priori quels sont les intervalles qui renferment une racine a et quels

sont ceux qui contiennent une racine ft.
En effet

,
cette distribution des

racines a et
ft
dans les differents intervalles varie d un cas a 1 autre

selon les valeurs des a,.

Les coefficients a, variant d une fa^on continue (tout en restant posi-

tifs), il doit done arriver des cas exceptionnels, au moment ou la dis

tribution des racines a et ft dans les intervalles subit un changement.
Et il est clair que cela ne pent arriver que de la fa^on suivante : deux

intervalles conse&quot;cutifs renfermant le premier une racine a, le second

une racine ft, la racine a peut passer dans le second intervalle, tandis

qu cn meme temps la racine ft entre dans le premier intervalle. Au
II 27
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moment critique ,
les racines a et /# sont confondues avec une racine de

C est
,
on le voit

,
le cas exceptionnel etudie au n 4.

6. Nous pouvons etablir maintenant, tres facilement
,
la proposition

suivante. Soit Xk une racine de

Q n (*)
= 0.

Xk peut etre consideVee comme une fonction de a t et la derivee par-

tielle

ne peut jamais etre negative.

Pour la demonstration
,

il faut distinguer quatre cas selon la
parite&quot;

de n et de i: il suffira de deVelopper le raisonnement dans un seul

cas. Supposons

d ou

Or, nous avons demontre que Q8 ()Pi* () a par rapport a

les propri^tes de la d^riv^e
;
done

est positif et, puisque Xk n est pas positif, la propriete* enoncee se

trouve de&quot;montree dans le cas de n pair, i impair. Exceptionnellement,
la derived peut etre nulle.
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CHAPITRE II.

LE DVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DESCENDANTES DE z.

7. La formule

Qn+lG?) Q*()

ou Q n (z) Q M + i(X) est un polynome du
degre&quot; n-\- 1, montre qu en de-

veloppant les reduites

Pn() P+l()

suivant les puissances descendantes de z, les w premiers termes de ces

deVeloppements sont les memes. En ecrivant

W- 0_l_|_2_ j_/ ixn-l&quot;&quot; 1
I r T&amp;gt;n

B IV_ nn+l5tl I

Qn (0)~~0 02^ S3 3 n
&quot;

^
Zn + 1 ^ Zn + -

on d^finira done une suite de quantit^s

qui sont parfaitement determinees et qu on pourra prolonger aussi loin

que Ton voudra. Les Ct sont eVidemment des fonctions rationnelles

des a,-, et, si Ton introduit les bi (voir 1 Introduction) ,
les c, sont des

polynomes ^ coefficients entiers et positifs des bi.

La maniere la plus 61e&quot;gante pour obtenir les expressions des c, par

les bi nous parait etre la suivante
, que nous avons obtenue dans le

Memoire public* dans le tome III de ces Annales.

On calcule d abord les quantites a,^, fi^h par les formulas

00,0=1, a
t)
o = lorsquei&amp;gt;0;
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= &5 /?2,/c 4&quot; /?!,

1, fe

ll en re*sulte qu on a a
ijk
= ^ ijk

= Q lorsque i
&amp;gt;

k.

Les expressions a,-,*, /?,,* obtenues, on peut calculer un coefficient cn

quelconque de plusieurs manieres par 1 une ou 1 autre des formules

Ci+ k =
&oao,iao,A: -f- bobi &2ai,i7,fc -\- bo &i &2 &3 64 2,t 2,* -f~ &amp;gt;

Ci+ fc+ l = &0 &1 /?0,i /^0,A -f- 60 61 &2 63 /?!, i ^l,fe 4&quot; &0 b\ 62 &3 &4 &5 /^2, i ^2,fc -f-

Les coefficients cn e&quot;tant d6finis, nous conside&amp;gt;ons la sdrie infinie

_ C3 i

4 &quot;*

et nous dirons que c est l le developpement de la fraction continue

suivant les puissances descendantes de z. C est une definition purement

formelle; nous verrons bient6t que la s6rie est souvent divergente

quelle que soit la valeur de z: aussi ne faut-il 1 envisager pour le mo
ment que sous le point de vue purement formel.

Les CM sont des fonctions rationnelies des a n ;
nous donnerons un

peu plus loin les formules qui expriment reciproquement les a n au

moyen des c n . A 1 aide de ces formules, on pourra done rdduire for-

mellement une serie procedant suivant les puissances descendantes

de z en une fraction continue.

8. On a

Pn(*)_ 1

r T

et, en developpant suivant les puissances descendantes de z les termes

du second membre :
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Qo()Qi()
&quot;

*

F
2

F
2

F
2

F
2

2 i
E3 4 i 5

~2 i iis rr i 5 i

I
^

i 3 4 . 5
&quot;&quot; O^^ O.r^

~ &quot;

03

&quot;

^ 05

&quot;

4 4

-F T ^15 I

+

En ajoutant les n premieres series
,
on obtient le developpement de

pn
fg\

Q&quot;

x i Or
,
si 1 on remarque que

Q_l () Qn (Z)
= CZ(Z + Xj (z + X2)...(z + X n -i),

oil c, Xn x2 , . . ., ajn-i sont des nombres positifs, on voit facilement

que tous les coefficients 4 sont positifs, et Ton en conclut que, dans

le developpement (1) de

les n premiers coefficients c
, q, . . . ,

c n -i sont positifs, et que les co

efficients suivants a*, a^ +1 , aJJ+2 ,
... sont plus petits que cn ,

cn + i

Cn+2, ... respectivement.

On peut obtenir le developpement d une r6duite en la d^composant
d abord en fractions simples. Posons, comme au n3,

P2 nQs)= M! M2 M n

Q2n() ST|-% *&quot;*+%
^

on en conclura

,-o;? [Af
= 0, 1,2, ...(2n 1)].

Ensuite
,
en consideVant une r^duite d ordre impair

= N N! N2 _N W
&quot; &quot;

1 ~^
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d ou

ces expressions donnent lieu a la consequence suivante:

La forme quadratique

m 1 m 1

X^ ^W~* -v
/ Cp _|_ j _|_ fa J\. | J\. if

est une forme d6finie et positive, en sorte que le determinant

i ,

cp ^P+l ^P+2 Cp^-m i

Cp-\-i Cp-\-z Cp+3 ...

2

est positif.

En effet
,
si nous prenons un nombre n tel que

p + 2m 2^2n 1,

il est clair que la forme quadratique consid6re*e peut s ecrire

^f (N + X
x Xi + X2 aj? + . . . -f- X M _! x~^.

9. D apres ce qu on vient de voir, on a

c est-a dire le rapport c n + i : c n croit avec w. Deux cas peuvent done
se presenter : ou bien ce rapport croit au dela de toute limite

,
et alors

la serie

est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite finie

et alors la se&amp;gt;ie est convergente pour \g &amp;gt;
L

D autre part, nous savons que la plus grande racine de

Q M ( )
= o
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crolt aussi avec n. Nous aliens montrer que, dans le premier cas, cette

racine crolt aussi au dela de toute limite, et, dans le second cas, elle

tend vers la limite L

Posons, sans distinguer les valeurs paires ou impaires de n

Pn (Z)

Qn (Z) 4-&amp;lt; Z -f Xi

n n 4- 1 , . , ,

n =: -- ou - et Xn etant la plus grande racine
,
on aura

Done, si - - crolt au dela de toute limite, il en sera de meme de x n
Cn

Mais supposons

la limite de xn &amp;gt; ne pourra pas etre
&amp;lt;

A: je dis qu elle est egale a A.

Pour cela, il suffira de montrer que xn - ne peut pas devenir plus grand

que L Supposons en effet xn = ^H- &amp;gt;

e etant positif, et consid^rons

les deux series

/ 1 \
C C

l _i_
C2W --

2 -t- -,

Nous savons que la s6rie (2) est convergente pour \z &amp;gt;
x n &amp;gt;= A -f e

,

mais divergente pour 3
|

&amp;lt;
x n

&amp;gt;,

et done en particulier pour

A
&amp;lt;

|

z
&amp;lt;

A -f- e.

Or, puisque lim - X = A, la s6rie (1) est convergente pour \z
]

.

&amp;gt;
A et,

Cn

puisqu on a aJJ &amp;lt;
c n ,

a&quot; + 1 &amp;lt;
C M + I, . . .

,
la s6rie (2) sera aussi conver

gente pour les memes valeurs de z et
,
en particulier , pour

A
&amp;lt;

i

z
|&amp;lt;

A -f- e.
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La meme serie (2) serait done en meme temps convergente et diver-

gente pour A
&amp;lt;

|

z
&amp;lt;

A + e - Cette contradiction montre que la suppo
sition que xn peut croltre au dela de A est inadmissible et Ton a bien

lim xn A C. Q. F. D.

10. Mais la fraction continue tant donne&quot;e
, comment peut-on re-

connaltre si cn +i : cn croit au dela de toute limite ou tend vers une
limite finie? La re*ponse est tres simple. ConsideVons les nombres

=
, (..

= 1,2,8,...).

si ces nombres ne sont pas Halites supe&amp;gt;ieurement , c n + 1 : c n croitra

au dela de toute limite. Mais, si ces nombres ont une limite sup6ri-
eure I, le rapport cn +i : cn tendra vers une limite finie qui ne peut pas

surpasser 42.

Les nombres b n n ayant pas de limite supeVieure, cela veut dire,

quelque grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un

entier m tel que

Posons
,
selon le cas

, m = 2n ou m= 2 n + 1
,
et rangeons par ordre

de grandeur croissante les racines des equations

Q 2 ( z] = 0, Q2M+ 2 ( z) = 0,

en les dsignant par

!, a
2 , ... a n ,

^i ^2 Pn + i,

ou aura
,
d apres le n 2

,

2n-l ,

d oii Ton conclut

^n + 1 (a n fi n) (a n _! ^n _!) . . . (a x ^) = 6 2 n +
Les differences a

x ^ ,
. . .

,
a w p n etant positives, il est clair que

&2n + bn l &amp;gt;
M.
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On voit done que la plus grande racine deQ2 M ( ^)= 0, et, par

consequent, aussi le rapport cn + i : cn ,
crolt au dela de toute limite.

Si les nombres 615 62 ,
&3 ,

. . . ont une limite supdrieure /, choisissons

un nombre C tel que Cl
&amp;gt;

b et consideVons la fraction continue

Cl

I

z-\

Les cn etant des polynomes a coefficients positifs des &, il est clair

que si Ton r6duit en serie cette fraction continue
,
les coefficients se-

ront plus grands que les coefficients correspondants de la serie

.2
o

Or, on s assure facilement que la seVie obtenue est identique a celle

qu on obtient en d6veloppant la fonction algdbrique

C 17TT7 /

qui est convergente pour z
\

&amp;gt;
4 I. Done le de*veloppement

sera aussi convergent pour \z &amp;gt; 11, d ou Ton conclut que le rapport
: CM tend vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4?.

11. Le de*veloppement

P (z}
et celui de Q^V ne different que par les termes en

\ 1

On en conclut que le de*veloppement de

(/*/*/*---%+-z z2 z3
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ne differe de PM (z) que par des termes en

1 1

^n-n + l zn
~ M + 2

&quot;

n e&quot;tant le degre* de Q M (2;).
Par consequent ,

dans le produit

les termes en

n-n&amp;lt;

manquent. Cette condition determine Q,n (z) t
& un facteur constant pres.

Supposons d abord w pair et posons

en ecrivant que les termes en

zn

= 0, 1, 2, . .. n 1),

manquent dans le produit de Q2n ( z) par

C J^ C
l |

C2 |

g
^

Z2
&quot;*&quot; ^

il vient

(1) . a Cfc-4-aiC A + i-h--- -f-a M c fc+ w =iO

et, si Ton remarque que Q2n(0) = 1, on obtient

(2) Q2n ( *)=

Pour exprimer plus simplement les formules (1), nous introduirons

un symbole Sf(u) dont voici la definition: f(u) 6tant un polynome,
S f(u) sera le r^sultat obtenu en remplacrant dans/&quot;(M) les diverses puis

sances de u, w, w1
,
w2

,
. . . par c

,
cn c2 ,

... respectivement. On aura

done

(3) S{M*Q 2 n(-M)i = (fc= o, 1,2,. ..,n 1).
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Dans le cas de n impair ,
soit

427

il viendra

(4) S

Le terme constant dans le produit de Q2n + i ( z) par

CQ |_
C
l I

C2 L
lp-r-?-r^

est 6gal au terme constant de P2n + 1 ( ), c est-a-dire = 1
,
done

(5) s
j

Cette relation determine le facteur constant que les formules (4) lais-

saient ind6termin6 et

(6) . Q2n+ l( Z)=

z6 6

Cj C2

Cn

Cn + l

Co Cn

. Cn+l

Les coefficients des plus hautes puissances de z dans Q2n(z), Q2n+i(z)

sont connus d apres les formules du n 2.

La comparaison avec (2) et (6) donne des lors

a1 a2 ...a2n =A M :B n ,

a
1
a2 . . . a2n+i :=B n : A M +r,

si nous introduisons les notations

Co

C
l

... Cn -

... CM
,

B M

Cn 1 Cn ... C2n 2

on en conclut

A?

c?

CM Cn + l .-. C2n~l

(7)
B-r&amp;gt;

wsn+ i-- A
n&amp;gt;n 1 A n

Ce sont les formules qui expriment les ai par les c,.
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Le coefficient de z dans Q2n +i (z) e&quot;tant a^ -f- % + + 2n+i (voir n 2),

il vient, d apres la formule (6),

(8) O
t -J- a3 H~ ~\~ 2n-f-l= T

en posant

c = Cn +2

CM + 1 Cn + 2 C2n

12. Les expressions des numerateurs P2 W (^), P2n+i() sont un peu

plus compliquees ,
mais s obtiennent encore aisdment par cette re-

marque que la partie entiere de

s expnme par

S
M

II suffit de verifier cela dans le cas f(z) = zk .

On aura ainsi

M

Des formules (2) et (6) on d6duit alors facilement les expressions

suivantes. Posons

== co

= c z

on aura

R

CQ GI

... RM _

(9) ... .Pan ( )
=

Cn-l
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*D T) T)
t xtj ... rx n

429

(10) . . . Cn +2 : A n +i.

Pour 2 = 0, on conclut de la formula (9)

(11) . .

C .

C C
x

.

Cn _i CM ... C2n

A 1 ^gard du symbole S, nous ferons cette remarque a peu pr^s

vidente que ,
Vw (M) tant un polynome du degre n

,
la valeur de

est
e&quot;gale

au coefficient de dans le de&quot;veloppement de

v
( ^ P)n(u)

,M;
Qm(w)

en supposant m ^ w -|- 1
,
ce que nous 6crivons

S|VM (ii NRes.vn (-

D apres cela , on a
, par exemple ,
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Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre

_. f ^y Q y \ 1 A

S| M Qi M (- W)|=-M-;-^-+-

sj

S
I^Qln+ 1 ( )

j

=1 + ^3 + -f 2n+ l,

a |Q2n( W) 1

M

Voici enfin une derniere remarque: supposons

P2n(g)_^ Mj

on aura

d ou 1 on voit que, si le polynome Vn (w) ne devient pas n^gatif pour
u

&amp;gt; 0, la valeur du symbole

est toujours positive.
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CHAPITRE III.

OSCILLATION ET CONVERGENCE D UNE FRACTION CONTINUE.

CAS OU LA PARTIE R^ELLE DE Z EST POSITIVE.

13. Supposons z=l et e*crivons Pn , Q n au lieu de Pn(l), Qn(l).

Les relations

PM = Ctn Pn 1 -f* Pn 2

Qn anQn-l-fQn-2

montrent que Ton a

P! &amp;lt;
P8 &amp;lt;

P5 &amp;lt;
. . .

,

Po &amp;lt;
P2 &amp;lt;

P
4 &amp;lt;

. . .
,

Qi &amp;lt; Q3 &amp;lt; Q.5 &amp;lt;
. . - ,

Qo &amp;lt; Q2 &amp;lt; Q4 &amp;lt;
- - -

,

en sorte que dans le second membre de

Pn J^ J_ J_ (-1)&quot;-
1

Qn&quot;&quot;QoQi QiQs^QsQs &quot;Qn-iQ w

les termes vont en diminuant.

On en conclut que les re&quot;duites d ordre impair vont en diminuant
,

sans devenir jamais plus petites qu une re&quot;duite quelconque d ordre

pair. Les rdduites d ordre pair vont en augmentant sans surpasser ja

mais une re&quot;duite quelconque d ordre impair. Ainsi les rdduites d ordre

impair tendront toujours vers une limite finie
,
et il en est de meme

des re&quot;duites d ordre pair.

lim P2n+1n

et

Si la
quantite&quot; croissante Q n _!Q n crolt au dela de toute limite, on

aura

Lj = L;
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si, au contraire, Q n -iQn tend vers une limite A, on aura

Or on voit facilement que Q2n &amp;gt; 1, done

d ou

i -h a3 4-

Ensuite on conclura

Q2n= a2nQ2n-l 4&quot; Q2n-2 &amp;gt; Q2n-2 4&quot;

d ou

Q2n &amp;gt; i (02 4- a4 4- + 2n).

Done
,
si la s6rie

i i

est divergente, 1 une au moins des quantities Q2w, Q2n+i crottra au dela

de toute limite et

L,= L.

Nous dirons, dans ce cas, que la fraction continue est convergente.

D atre part , ayant

Qn = nQn-l +Qw-2,

on en conclut

done

Q - 1 4- Q &amp;lt; ( i 4- i) (
i + fla)

- ( i 4-

Or
,
si la s6rie

est convergente ,
le produit

u-hi)a+i)0+b)-..
Test aussi et ne croit pas au dela d une limite finie.

Dans ce cas done, Q2n et Q2n +i tendront aussi vers des limites finies

et Ton aura
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La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Si Ton pose, dans

ce cas
,

on aura

Qn-i 4- Q* &amp;lt;
e s

, Q n _i Q n &amp;gt; J e2s
,

L
t L&amp;gt; 4e- 2s

.

Les propositions sur la convergence et 1 oscillation de la fraction

continue ont ete obtenues depuis longtemps par M. Stern (Journal de

Crelle, t. 37).

Dans le cas d oscillation nous venons de voir que Q 2w et Q 2n+ i ten-

dent vers des limites finies; il est clair qu il en est de meme de P2n
et

14. Supposons maintenant z = x r&amp;lt;el et positif. On aura, d apres
ce qui precede,

Q2n (X)

Fj (x) ^ F (x).

II y aura oscillation ou convergence selon que la se&amp;gt;ie

a
i
x + a2 + 0.8 x+ 4 +

est convergente ou divergente. Mais il est clair que cela ne depend en

aucune facon de la valeur particuliere de rr, et Ton arrive a cette con

clusion : si la seVie

L&quot;

i

est convergente ,
la fraction continue est oscillante pour toute valeur

positive de x, et Ton a

F
1 (^)&amp;gt;F(o;);

si au contraire la se&amp;gt;ie est divergente, la fraction continue est conver

gente, et Ton a

II
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15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour e*tudier separe&quot;ment

les re*duitesd ordrepairet celles d ordre impair, nous remarquerons que

t 2n (Z) dn . a*

II s agit done de l e&quot;tude de la convergence des series

(1)

(2)
Q2A-

Supposons z= x -\-yi, la partie relle de z e*tant positive, et con-

siderons un domaine quelconque S dans lequel x admet une limite

inferieure A qui soit positive. Je dis que dans ce domaine la serie (1)

est uniformement convergente ;
en effet

n+ n

Or il est clair que

C et alf a
2 , ..., 02&-1 etant des constantes positives. Pour z = x-\-yi,

x e&quot;tant positif, on a evidemment

\Z-\-ai\ &amp;gt;OJ + a,-,

done

et puisque reS^A, a plus forte raison

done
n+ n n+ n

Or la srie

= F a) = lira

Q 2nU)
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est convergente ; par consequent on peut determiner un nombre v tel

que pour n ^ v

n-f n

quel que soit w
,

etant aussi petit qu on le voudra.

Pour les memes valeurs de n on aura done aussi

et puisque est un point quelconque du domaine S, cela montre que la

seVie (1) est uniformement convergente dans S. Comme, d autre part,

les termes de cette se&quot;rie sont holomorphes dans S, il s ensuit, d apres

un the&quot;oreme connu
, que

fl2 *

est aussi holomorphe dans S.

On voit facilement que les memes raisonnements s appliquent presque
sans modification a la s6rie (2), et il suffira d enoncer le resultat sui-

vant. La serie

i \

a^z

est uniformdment convergente dans S et Fj (z) est holomorphe dans

ce meme domaine.

Ainsi
,
dans toute la partie du plan ou la partie re&quot;elle de z est posi

tive
,
on a

,.
P2n(z) _ F

, . ,. P2n+ l (2)_ F /,.
r\ T\ ** m rT~

~~
i\ 1 ^

F(2), F
x (0) ^tant des fonctions holomorphes. Ces fonctions ne sont pas

identiques dans le cas ou la serie

est convergente ;
elles sont identiques dans le cas ou cette s^rie est di-

vergente. Supposons z = x r^el positif, et faisons tendre x vers ze&quot;ro,
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on conclut aisement des expressions de F(x), ^^(x) par les series

lim F(x)= az + a4 -|- a6 -|- . . .
,

x= Q

lim x Fj (x) = 1 : (% -f a3 -f a5 -f . .
.).

ac=
Si la se&amp;gt;ie

est divergente, F(a;) crolt au dela de toute limite. Si la s6rie

est divergente ,
x Ft (x) tend vers z6ro.

Remarquons que

P 2 n(ft)_

(x) L* x-\-Xk

( \\v

nx __ C^ Ci_ , |
,_ i \p _ l

CP~1 _i_ /_ i \

naj~&quot; x
~~

x* x*&amp;gt;

on aura done aussi

(0 &amp;lt; &amp;lt; 1)

et de meme

n
(
~\ __ co c

i i i /_ np I

Fl (a;)-^ &quot;

tf
+ + (

&quot;

(0 &amp;lt; &amp;lt;!)

16. II faut etendre maintenant ces re&quot;sultats au cas ou la partie r^elle

de z est negative. On y arrive facilement a 1 aide d une proposition de

la theorie des fonctions que nous etablirons plus loin. Mais, avant

d aborder cette tude
,
nous allons examiner le cas ou la seVie

1

est convergente. On pent trailer ce cas par une m6thode particuliere ,

grace a cette circonstance que les polynomes

tendent vers des limites finies.
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CHAPITRE IV.

E&quot;TUDE DU CAS ou LA SERIE a n EST CONVERGENTE.

17. On a identiquement

=l 4-

1 4-

Par consequent ,
en supposant que la seVie

soit convergente ,
les series

4&quot;

sont convergentes lorsque s est r6el et positif.

ConsideVons un domaine quelconque S dans lequel le module de z

admet une limite superieure A qui soit finie. Je dis que les series pr-
c6dentes sont uniformement convergentes dans S, et puisque leurs

termes sont holomorphes dans S, il s ensuit qu elles repre&quot;sentent
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dans S des fonctions holomorphes. II suffira de conside&amp;gt;er la premiere
s6rie. On a

n+ n n -\- ri

Or P2A _!(0) est un polynome a coefficients positifs ; done

P2 *-i() &amp;lt;P2 *-i(

puisque

done

Or, la serie

6tant convergente, on peut determiner un nombre v tel que, pour n ^ v,

n-\-n

quel que soit w
,

^tant aussi petit qu on le voudra. Pour les memes
valeurs de w, on aura done aussi

et, puisque z est un point quelconque du domaine S, cela montre que
la serie consideree est uniformement convergente dans S.

D apres cela
,
nous avons

-i (e) limP2n (0),
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les quatre fonctions p(z), q(z), Pi(z), ql (z) 6tant holomorphes dans

tout le plan. Elles sont liees eVidemment par la relation

Pi (*) q(z)~P () 0i (*)
= + 1-

18. II est clair, d apres ce qui precede, que la se&amp;gt;ie

est absolument convergente, et meme que la nouvelle se&amp;gt;ie, obtenue

en remplagant Pzk-i (*) par son expression comme polynome de z, est

absolument convergente. Des lors, dans la nouvelle s6rie, il est permis

d ordonner suivant les puissances de z, ce qui donnera

et le coefficient a k sera la limite du coefficient d A de z k dans Pzn(z) (n 2).

Les memes conclusions s appliquent evidemment q(z), pl (z}, ?i().

Nous venons de voir que Pz n (z) tend uniform^ment vers p(z), et il

est clair que p (z) est une fonction continue de z. On peut en conclure

que,

%\t Z2t Z3i

etant une suite infinie de nombres et lim z n = Z (pour w= QO) ,
on aura

aussi

En effet
,
entourons le point limite Z (suppose&quot; fini) par un cercle C. A

partir de n ==: v, z n sera a 1 int^rieur du cercle et, a cause de la conver

gence uniforme
,
on aura

\Pzn(e)p(z)\ &amp;lt;e,

pour w ^ v
,
2 etant un point quelconque situ6 a 1 int^rieur de C. D autre

part, z n tendant vers Z, on aura aussi

\p(z n) p(Z)|&amp;lt;,

a partir de n^v&quot;. Or,
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et dans la premiere formule il est permis de remplacer z par zn \
des

lors
,
on conclut

|Pa () p(Z)\&amp;lt;2e,

pour n ^ N, N 6tant le plus grand des nombres v, v
,

v&quot;. Enfin on trou-

vera facilement
, par la consideration de la se&amp;gt;ie

qu il est permis d ordonner le second membre suivant les puissances
de /z, et d en tirer la conclusion qu il est permis de diffrentier autant

de fois qu on le voudra la seYie

P(Z)=
i

on a done

et la convergence de P2n (z) vers p (z) est uniforme dans tout domaine

S ou z est Iimit6. Supposant lim z n= Z, on aura aussi

limP2 n(zn)=p (Z).

19. Nous allons obtenir maintenant les fonctions p(^), etc., sous

forme de produits infinis
,
en nous bornant a ddvelopper le raisonne-

ment dans le cas de

2(s)= limQ 2M (z).

Les polynomes P ne different pas au fond des polynomes Q, on a

remarqu6 d6ja (n 3, a la fin) que

P2 n(*) = ~QL-l(*),

et des lors il sera facile d e&quot;tendre le re&quot;sultat que nous allons e&quot;tablir

pour q (z) aux fonctions p (z) , pl (z) , q1 (z). On a

/ 9

Q/\ /-il *
2n () = fl+
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Nous supposerons les Xk ranges par ordre de grandeur croissante ,

~+^ + -- +
l

x -=!&amp;lt;/*..
Ji/l *2 * n

/?!
tant le coefficient de z dans le developpement

00

(*)=/?***.
o

Lorsqu on remplace n par n -f- 1
,
nous avons que xlt x2 ,

. . ., Xk d6-

croissent, mais il est clair qu on aura toujours

Par consequent, pour n oo, Xk tendra vers une limite positive que

nous d^signerons par A*, et

Je dis d abord que la se&quot;rie

est convergente. En effet, soit k un nombre fini quelconque ,
en pre-

nant n
&amp;gt; k, on aura

puisque Xi tend vers A t en diminuant toujours. Mais, d autre part, A,

etant la limite de Xi t
on peut supposer n assez grand pour que la dif-

frence

soit inferieure a
,
et alors
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1

Ceci prouve que la serie \\
T&quot;

est convergente et que la somme de
AHT Aft

1

cette serie ne saurait surpasser /9r

Puisque Xk tend vers
A&quot;*,

on a

lim Q2n ( Xk)= = g ( Aft);
W irz co

les Aft sont des zeVos de la fonction q ( z).

20. Peut-il arriver que plusieurs A soient gaux, qu on ait par

exemple

A fc 6tant
&amp;lt;

AA+ i, hk+i+i &amp;gt;
A A +i? II faut d abord remarquer que t sera

ne&quot;cessairement fini puisque la srie

GO

l
I

est convergente. Ensuite, nous pouvons prendre n assez grand pour que

Xi, . . .
, Xk, %k + l, . . .

, Xk+ i, Xk+ i+ l

different aussi peu qu on le voudra de leurs limites

Nous pouvons done supposer que

Xk+2

soient tons dans Pintervalle (A A + i, JL k+ i+ i).

Ensuite, nous pourrons trouver un nombre n tel que les racines

de

Q2n+ 2n ( )
=

se trouvent toutes dans Pintervalle

(A* 4-1,

a?* +&amp;lt;+1
restant toujours sup^rieur a
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De cette facon, on voit que 1 intervalle

(Xk+ i, Xk+ i+ i)

de deux racines conse&quot;cutives de Q2n+ 2n ( z) = renferme les racines

Xk+l, Xk+2, &amp;gt;

Xk+ i

de Q 2w ( 2) = 0. Or nous avons vu (n 5) que, dans 1 intervalle de deux

racines cons6cutives de

il se trouve soit une racine de Q2( 0)
= 0, soit une racine de

P|JJ ( 2) = 0. On a done necessairement z = l, c est-a-dire parmi les

nombres

1 25 3 &amp;gt;

il n y en a point qui soient 6gaux.

21. Soit un nombre positif aussi petit qu on le voudra; le produit

etant convergent pour toute valeur finie de z, il est possible de d6ter-

miner un nombre m tel que

Nous supposons ici que z ait quelque valeur finie fixe. Soit

z
; i&amp;gt;

il est clair que

et pins aussi

n
*+*!
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A cause de

on en conclut facilement

le module de e e*tant infe*rieur a e.

Considerons, d autre part, pour w&amp;gt;m 1 expression

il est clair qu on aura encore

tn

n+=
+ H

d ou Ton conclut

le module de e&quot; e&quot;tant infeVieur a s.

En faisant croltre n indefmiment
,

tendra vers

Des lors la comparaison des formules (2) et (3) montre que Ton a

c est-a-dire la fonction holomorphe q (z) peut se mettre sous la forme
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Ainsi, la fonction q(z) est dii genre ze&amp;gt;o, elle n admet point d autres

zeros que les /l ft qui sont des zeVos simples. On arrive pourp(z), pl (z) t

ql (z) & des conclusions toutes semblables.

22. Pour toute valeur de z qui n annule pas q(z) ou q { (z} t
on a

Nous allons obtenir ces limites encore sous la forme d une seVie de

fractions simples. Pour cela
,
consideVons la decomposition en fractions

simples

= M!
,

M2 M w

- - &quot;-

M* = a g
*.

Q2n(-^)

Pour w= oo, x k tend vers A A ,
il s ensuit que M* tendra aussi vers

une limite finie ^A^O,

II est clair que /* est positif , car, cause de la relation

Pi (^) Q. () I? (^) &()= +!,
les fonctions p (z) et g (2) ne peuvent pas s annuler pour une meme va

leur z = A.

La serie

fh + A*2 + A8 +
est convergente En effet, prenant n suffisamment grand,

-&quot;i -f /&quot;2 + +/&quot;*

diffeYera aussi peu qu on le voudra de

done

-f M n + e= + e.
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II s ensuit que la serie

est convergente et que la somme de cette seVie ne saurait surpasser

Cela etant, et puisque les nombres

*1 1 ^2 ) .3 )

croissent au dela de toute limite
,

il est clair que la serie

BB

3=1 *_
HH*

d^finit une fonction meYomorphe dans tout le plan.

Soit e un nombre positif aussi petit qu on le voudra, puisque ?i k crolt

au del& de toute limite, on pourra trouver un entier w tel que

&quot;m -(-1

et Ton aura alors, a plus forte raison
,

d ou Ton conclut

l
-

En ^crivant

m+ 1

z -f

on aura

done

le module de e 6tant inferieur a e.
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D autre part ,

&quot;

M,
&quot;

447

m+ l

z4-x k

et, si I on se souvient que #* &amp;gt; &amp;gt;U,
on conclut

m + l

Mt__
z x k

done

M

le module de e&quot; 6tant inf^rieur a e.

Or, pour w = oo
,
on a

et des lors la comparaison des formules (4) et (5) montre qu on a

Hiim
(*)-&amp;lt;?(*)

23. Nous venons de voir que la s6rie

C. Q. F. D.

est convergente ; plus g^n^ralement ,
on a

**i= * (i
= 0, 1,2,3,...).

D abord la se&amp;gt;ie conside^e est bien convergente, car la somme
it | it I I

3

r\ *1 I f*2 2 i T t*k ^k

differe aussi peu qu on le voudra de

par consequent ,
elle se&amp;gt;a inf6rieure a
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et, a plus forte raison
,
inferieure a c,-|-, puisque

Soit done

1

on aura a ;g c,. De&quot;terniinons un nombre m tel que

e 6tant un nombre positif aussi petit qu on voudra, on aura

(6) ........ a

m

i

tant plus petit que e. En effet,

OO QO

m+1 m + 1

D autre part, on a

et il est clair que

m+ l

done

(7)

e&quot; 6tant plus petit que e.

Or, pour n= oo
,
on a

1 1

des lors la comparaison des formules (6) et (7) montre qu on a

o= a C. Q. F. D.
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24. II suffira d e&quot;noncer les conclusions analogues resultant de I etude

de la formula

)_ N
, N! i

, N w~

en cherchant ce qu elle devient pour n = oo . On aura

v* = limN* (A= 0, 1,2,3,...),

lim^ -
--; =^ =~+

A
1

,6i (1=1,2,3,...).

i

Consid^rons sur une droite infinie OX ... une distribution de masse

(positive) ,
la masse w, se trouvant concentric a la distance * de 1 ori-

gine 0. La somme

Zm^f
peut etre appelde le moment d ordre k de la masse par rapport a 1 ori-

gine.

II resulte alors des formules pr6c6dentes que le systeme des masses

(ft, h) (1
= 1,2,3,...)

a pour moment d ordre k la valeur Ck (k = 0, 1, 2, 3, . . .).

De meme
,
le systeme des masses

K Oi) (/^O, 1,2,3,...),

ou = 0, aura les mernes moments Ck-

Nous appellerons probleme des moments le probleme suivant:

Trouver une distribution de masse positive sur une droite (Ooo), les

moments d ordre k(k = 0, 1, 2, 3, . .
.)

tant donnas.

D^signons ces moments par Ck, et remarquons d abord que ces don-

nes de la question doivent satisfaire a certaines in^galites.

II 29
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En effet, nous supposons qu il soit possible de trouver des m,-, ,,
tels

que
c k Swiiff,

il s ensuit (voir la fin du n 8) que tous les determinants

Cp-j-i Cp-}-jn 1

2

doivent etre positifs et, en particulier, les determinants A w ,
B n du n 11.

On en conclut que, si Ton reduit en fraction continue la seVie

on doit obtenir une fraction continue du type que nous etudions avec

des valeurs positives des a,.

Cela etant
,
nous distinguerons deux cas dans le probleme des mo

ments le cas determine et le cas indetermine.

Le cas indetermine a lieu lorsque les donnees c* sont telles que la

serie

est convergente.

II est facile de justifier cette denomination: en effet, nous venous de

voir que dans ce cas le probleme admet au moins deux solutions
,
soit

par le systeme des masses
(/*,-, A,), soit par le systeme des masses (vi, Si),

et
,
des lors

,
il est facile de voir qu il y a une infinite de solutions.

Nous montrerons plus loin qu il y a meme toujours une infinite de so

lutions dans lesquelles la masse est distribute sur 1 axe d une facon

continue avec une densite finie en chaque point.

Le cas determine a lieu lorsque la serie

est divergente. Nous montrerons en effet que, dans ce cas, le probleme

des moments admet toujours une solution et une seule.
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CHAPITRE V.

SUR QUELQUES TH^OREMES DE LA THEORIE DES FONCTIONS
,

ET LEUR APPLICATION A LA THEORIE DE NOTRE FRACTION CONTINUE.

25. Soit

A(). fz (z}&amp;gt; &(*)

une suite infinie de fonctions analytiques ,
toutes holomorphes dans un

cercle C trace&quot; autour de 1 origine avec un rayon R.

On aura done

ces series e&quot;tant convergentes tant que |

z
\

&amp;lt;
R.

Conside*rons la seYie

nous la supposerons uniform6ment convergente pour \z\ 5^ Rlf c est-a-

dire a 1 intdrieur et sur le contour d un cercle Cj trace autour de 1 ori-

gine avec un rayon R
x plus petit que R.

Soit encore R un nombre plus petit que R, mais pouvant differer

de R aussi pen qu on le voudra. Nous supposerons encore que le mo
dule de la somme

admet une limite
supe&quot;rieure L, quel que soit n et quelle que soit la

valeur de z a I intdrieur ou sur le contour du cercle C ,
trace* autour de

1 origine avec le rayon R . II pent arriver, du reste
, que ce nombre

fini L croisse au dela de toute limite lorsque R tend vers R.

Dans ces conditions, nous allons de&quot;montrer le theoreme suivant :

La seYie

est uniformement convergente pour z ^ R .
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Et Ton peut ajouter, d apres un theoreme connu de M. Weierstrass
,

que nous avons applique* deja plus d une fois (n
os

15, 17), que cette

se&quot;rie repre&quot;sente
nne fonction holomorphe dans le cercle C. C est du

reste ce qui re&quot;sultera aussi de notre demonstration,

26. Rappelons d abord ce lemme :

Si la se&quot;rie

est uniformement convergente pour z =R, on aura

M

M e*tant le maximum du module de f(z) pour |

z
\

= R.

Et Ton sait que I uniformite de convergence de la se&quot;rie pour jj=
est assuree

, lorsque le rayon de convergence de la se&quot;rie surpasse R.

On aurait pu conside&quot;rer une serie

la limitation

M

aura lieu alors pour les valeurs positives et negatives de i.

La se&amp;gt;ie

6tant uniformement convergente pour z
\ ^ R

t ,
cela veut dire qu e&quot;tant

donn^ un nombre e aussi petit qu on le voudra, il est possible de trou-

ver un entier n tel que
n -\-ri

quel que soit n t
et cela pour toutes les valeurs de z dont le module

ne surpasse pas Rj.
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Cette somme
n+n

453

est une somme d un nombre fini de series

Af

toutes convergentes dans le cercle C. Elle pourra done se mettre aussi

sous la forme d une telle serie

n+ n n + n

n \ n /

En appliquant a cette seVie le lemme rappeM plus haut
,
en posant

z = R11 i\ vient
n+ n

Cette limitation montre que la serie

est convergente ;
nous posons

27. A 1 interieur, ou sur le contour du cercle C
,
on a

mais cette somme

peut se mettre encore sous la forme d une seVie

/ n \

convergente dans le cercle C. En appliquant le lemme pour z = R
,
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on conclut
n

L^
* R r

Cette limitation a lieu quel que soit n. Or nous savons deja qu en fai

sant croltre ind^finiment n,

tend vers une limite finie c,. On en conclut

I &amp;lt;A

et Ton voit par la que la serie

F/~\\s I ^^

est convergente dans le cercle C, puisqu elle 1 est dans le cercle C qui

differe aussi peu qu on le veut de C.

28. Soit e un nombre aussi petit qu on le voudra
;
nous avons vu

qu on peut determiner un nombre n tel que

done aussi

et puisque

on aura

n -\-ri

n

n+ n

n-fn +l

Nous obtenons une autre limitation
, pour la meme expression , par
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le raisonnement suivant. D apres 1 hypothese admise on a

n -+- n -|- n&quot;

tant que z ^ R . Or

n-fn

n+ n + 1

En appliquant le lemme pour z =R
,

il viendra

n -f- n -\- n&quot; I

y- A/c
2L

t

n+ n + 1

done, en faisant croitre indefiniment
w&quot;,

M+ n + 1

29. Nous allons demontrer maintenant le theoreme 6nonc6, en fai

sant voir en meme temps que la somme de la srie est F (z).

Pour cela considerons 1 expression
n+ n

et soit R&quot; un nombre un pen infe&amp;gt;ieur a R
,

la difference R R&quot; etant

d ailleurs aussi petite qu on le voudra.

Soit e un nombre aussi petit qu on le voudra ; nous allons faire voir

qu on peut trouver toujours un entier n tel que
n+ n

quel que soit n et quelle que soit la valeur de z dont le module seu-

lement ne doit pas surpasser R&quot;.

Voici en effet comment on obtiendra ce nombre n. Determinons

d abord un entier p tel que

R
R/;

*
2

c

R
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R

Cela est possible puisque R&quot;
&amp;lt;
R . Soit ensuite

M L R &quot;_L/
R

&quot;\

2

_iM +TT+R +
Al \I\i /

^

et choisissons un nombre positif e tel que

2 M
&amp;lt;

~ e.
Z

Ce nombre e obtenu, on determine enfin n par la condition

&amp;lt;* ,

tant que ;

z
j ^ Rj. Cette determination est encore possible parce qu on

suppose que la s6rie

est uniformement convergente pour j

z
| ^ Rr

D apres les nos 26 et 28 on peut en conclure

n -f 1

Or on a
n+ n + 1

ni

2L
R fi

n + n

c est-a-dire, si Ton se rappelle la definition de

1

On en conclut, tant que 2 ^ R&quot;,

n +l
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Cette limite superieure est egale

P OO

A?

et, par consequent, inferieure a

p+ 1

c est-a-dire inferieure

rl
X

p+1 I n+ n -

R
c est-a-dire enfin infdrieure a e.

Notre theoreme se trouve ainsi ddmontre
,
car la substitution de R

au lieu de R n a aucune importance.

30. ConsideVons maintenant une suite infinie de fonctions

holomorphes dans une aire quelconque S, dont nous designerons le

contour par s. Nous supposerons que la srie

soit uniformement convergente a 1 interieur et sur le contour d un

cercle C
x
decrit autour d un point z de S comme centre avec un rayon

Rlf ce domaine de convergence n ayant aucun point commun avec s.

Nous supposerons ensuite que le module de la somme

admet une limite superieure independante de n dans toute aire S in-

terieure a S et sans point commun avec s.

La seYie

00

*(*)*= AM

est uniform6ment convergente dans S et represente une fonction holo-

morphe dans S.
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II est aise de deduire ce theoreme de celui qu on vient de de*montrer.

Ddcrivons autour de zot comme centre
,
un cercle C avec le plus grand

rayon possible qui ne de&quot;borde point en dehors de S. Soient R
&amp;gt;
R

t
le

rayon de ce cercle, R
&amp;lt;
R le rayon d un cercle concenrrique C qui ne

deborde pas en dehors de S . II est clair alors que nous pouvons appli-

quer le theoreme demontre et conclure que la seVie considered est uni-

formement convergente dans C
,
et

repre&quot;sente une fonction holomorphe
dans C. De cette facon on a 6tendu le domaine de convergence de la

serie du cercle C
t
au cercle C . Soit maintenant zQ un point quelconque

a 1 interieur de C
,
decrivons autour de ce point un cercle Cj avec un

rayon R{ qui soit entierement a 1 interieur de C . Alors on voit que la

se&quot;rie est uniformement convergente. pour
j

z 4 1 ^ Ri- On pourra done

repeter le meme raisonnement que nous avons fait pour le point z et

le cercle Cn et, en continuant de cette facon, il est clair qu on finira

par reconnaltre que la serie

est uniformement convergente dans toute aire S&quot; inte&quot;rieure a S et

sans point commun avec le contour de S . En meme temps il est Evi

dent que F(z) est holomorphe. C est la le theoreme enonc6, la substi

tution de S&quot; au lieu de S etant sans consequence.
On sait que le maximum du module de /i (z) -j- . . . -f- fn (z) dans S a

toujours lieu sur le contour de S . Dans 1 enonce&quot; de notre theoreme on

aurait done pu exiger seulement que le module /i (z) -f . . . -f- fn (z) sur

le contour de S reste inferieur a un nombre fixe.

Enfin
,

il serait facile de
ge*ne&amp;gt;aliser notre theoreme au cas ou il s agit

d une serie dont les termes sont des fonctions de deux variables ima-

ginaires.

31. On peut donner a notre premier theoreme une forme un peu

plus generale en consideVant une suite de fonctions

holomorphes pour r
&amp;lt; \z\ &amp;lt;

R et par consequent de&quot;veloppables en series

+ 00

f, (z\ V A * 9 i

I k\Z) 7 A *
,
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convergentes pour
r

&amp;lt;
I

2
! &amp;lt;

R.

Quoique les raisonnements soient absolument analogues a ceux que

nous avons exposes ,
nous devons cependant les indiquer rapidement ,

parce qu ils donnent lieu a une remarque qui nous sera indispensable

dans la suite.

Nous supposerons que la serie

soit uniform6ment convergente pour r
l ^ |

z
\
^ R

x

r&amp;lt;r 1 &amp;lt;R1 &amp;lt;R,

et ensuite si r
1

est un nombre quelconque surpassant r, R un nombre

quelconque inferieur a R,

r&amp;lt;r &amp;lt;r1 &amp;lt;R1 &amp;lt;R

/

&amp;lt;R,

nous supposerons que pour r ^ i

z
\

5^ R le module de la somme

admet une limite superieure inde&quot;pendante de n. Cela 6tant, on peut

affirmer que la serie

est uniform6ment convergente pour r ^ z ^ R .

En meme temps F (z) est holomorphe pour r
&amp;lt;

|

z
|

&amp;lt;
R. On peut

d abord determiner un nombre n tel que

pour r
l 5^

|

2
|
^ Rj. On en conclut

n + n n + n

r*



460 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

d ou Ton voit que la s6rie

est convergente.

Pour r 1 ^ j

z
\ g R

,
on a

d ou

et ensuite

On voit par la que la s6rie

est convergente pour r
&amp;lt; |

z
| &amp;lt;

R puisqu elle est convergente pour

Ensuite il est facile de voir que, tant un nombre aussi petit qu on
le voudra, on aura

et

et

+ 00

n+w+1

00

n+ n +l

puis aussi

n +l

2L

n +l

2L
-

32. On pourra maintenant
, par un choix convenable de n et pour

r&quot; g |

z
\ ^ R&quot; (r &amp;lt; r&quot;,

R&quot;
&amp;lt;
R ) ,

rendre
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Pour cela on de&quot;terminera d abord lesentiers p et q par les conditions

,P+I i . i

R
1 fR

X
;

&quot;

r

T

Soit ensuite M le plus grand des deux nombres

R&quot; . / R&quot; \
2

. / R&quot; V
1 -r~^ r

et choisissons un nombre positif e tel que

;
l

Ce nombre E obtenu
,
on determine enfin n par la condition

n+ n

tant que r
x ^ z ^ Rr

Pour faire voir que ce choix de n satisfait
,
en effet

,
a la condition

enoncee
, remarquons d abord qu on aura

n -\- w

2e
et

n + n + 1

puis aussi

n+ n + l

Ensuite il vient

2-L -

R&quot;

et

n + n 4- 1

n + n +00

oo \n+n -fl
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Pour r&quot; ^ |

z ^ R&quot;,
on aura done

n + n

n + n +l

Cette limite supeVieure est 6gale

Af
n+n +l

f

-1
Af

n+n +l

p+1
oo

-(0+ 1)

et
, par consequent ,

inf6rieure a

P oo

-1

Af
n + n

A*
n + n +l

n + n +l

*i 2L
pr

c est-a-dire inf^rieure a

c est a dire infeVieure a e.

II re&quot;sulte de cette demonstration que dans le deVeloppement

le coefficient Ci est la limite du coefficient de z i dans le developpe-

ment de

pour n = oo . Cette remarque nous sera utile plus tard.

33. Nous avons vu (n 15) que, tant que la partie reelle de z est

positive, la reduite
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tend pour n = oo vers une limite F (z) qui est une fonction holomorphe

de z. La s6rie
00

V~^ # 2 fc

** Q 2 *- 2 (2)Q 2 *(2)
1

est uniformement convergente dans tout domaine S dans lequel la

partie reelle de z admet une limite inferieure qui soit positive.

Posons

-f* / \

Ik (Z)
=

on aura

c est-a-dire

Admettons que z ait une valeur quelconque non sur la coupure, on

aura

Je designe par (z) le minimum du module de z -f- M lorque i* varie

de a oo en passant par toutes les valeurs r^elles et positives II est

clair que, lorsque la partie reelle de z est positive ou nulle, on aura

mais si
,
dans z a -f- /?i, a est

ne&quot;gatif ,
on aura

(*)
=

:/

On voit que (2) est positif ,
non mil tant que le point z n est pas sur

la coupure. Puisque , par definition
,
on a

Z-f Xi
il viendra

c est-a-dire
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Considerons maintenant un domaine quelconque S qui reste a dis

tance finie de la coupure; dans ce domaine (z) aura une limite infe-

rieure A qui sera positive. Dans tout le domaine S on aura alors

et cette limite superieure est independante de n.

Soit maintenant a un point quelconque du plan non sur la coupure;
nous aliens montrer que la serie

1

est convergente pour z= a, et que la convergence est uniforme dans

le voisinage de a, c est a-dire dans un cercle C decrit autour de a avec

un rayon assez petit pour n avoir pas de point commun avec la coupure.

Prenons arbitrairement un point z et un cercle C
x
dont z est le

centre et qui soil tout entier dans la partie du plan ou la partie re&quot;elle

de 2 est positive.

Nous pouvons alors construire encore d une infinite* de manieres un

domaine S englobant les cercles C et C
x
et qui reste a distance finie

de la coupure. Dans ce domaine S le module de la somme

admet une limite superieure independante de n, comme on vient de

le voir. D autre part, nous savons que dans le cercle C
l

la seVie

F
&amp;lt;)

1

est uniformement convergente. Nous pouvons done appliquer le tho-

reme du n 30 et afifirmer que cette seVie est uniformement convergente

dans S et partant dans Cp Et
,
en meme temps ,

nous savons que F (2)

est holomorphe dans S.

Cela revient done a dire que les reduites
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tendent vers une fonction holomorphe F(z), tant que 2 n est pas sur la

coupure.

34. L 6tude des rduites d ordre impair

1

se fait de la merne maniere et conduit au meme re&quot;sultat. Nous savons

que la serie
00

1

est uniformement convergente dans tout domaine S ou la partie re&quot;elle

de z admet une limite inf&amp;lt;6rieure positive. Or, a 1 aide du theoreme du

n ft

30, on peut conclure que la se&amp;gt;ie est convergente dans tout le plan

hors de la coupure, et
repre&quot;sente une fonction holomorphe. Ce the&quot;oreme,

en effet
,
s applique grace a la limitation

P2n+ l(z)

qu on obtient sans difficult^.

Dans tout ce qui precede ,
nous n avons pas eu a distinguer les deux

cas ou la se&amp;gt;ie

est convergente ou divergente. Dans le premier cas, les fonctions F(z)

et F
: (2) sont distinctes

,
mais nous n apprenons rien de nouveau

,
ce

cas ayant e&quot;te deja etudi6 d une maniere plus approfondie.

Mais, dans le second cas, les fonctions F(2) et F^z) sont evidemmment

identiques et Ton peut e*crire pour un point quelconque du plan non

sur la coupure

la convergence etant uniforme dans le voisinage du point considere.

La nature de la fonction F (z) se trouve ainsi mise en lumiere
;
le

seul point obscur qui reste a e&quot;claircir, c est la nature de la coupure.
II 30
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Pour cela
,
nous allons obtenir pour cette fonction F (z) une autre ex

pression analytique, plus explicite que la srie par laquelle nous

1 avons definie jusqu ici. Mais cette recherche rencontre encore de

serieuses difficults et exige des considerations assez d61icates.

35. Etudions d abord un cas particulier dans lequel un segment de

la coupure ne pr^sente aucune espece de singularite pour la fonction

F(i).

Soit

v
l&amp;gt;

V
2&amp;gt;

V
3 &amp;gt;

v k

une suite infinie de nombres entiers, positifs, croissants On aura evi-

demment, n parcourant la suite de ces nombres,

et la convergence sera encore uniforme dans le voisinage du point z.

Soient a et b (a &amp;lt; b) deux nombres positifs ,
nous supposons que pour

n= v k 1 ^quation

n admet jamais une racine comprise entre b et a.

Conside&quot;rons un cercle C dont le centre est le point et dont

_ a_
le rayon R est un peu infeVieur a On constate facilement que

pour tous les points a I mteVieur on sur le contour de ce cercle
,
on

aura

b a
r

en supposant toujours w= v k . II est aise&quot; d en conclure
,
d apres notre

theoreme, que si Ton pose (n = v k )

la s^rie

est uniformement convergente dans tout le cercle C et reprsente une
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fonction holomorphe. Done la fonction F(z) est holomorphe dans ce

cas, meme dans un domaine qui comprend a son interieur une partie

de la coupure ,
et sur le segment de la coupure entre b et a la

fonction F (2) n a point de singularites. Cependant il faut remarquer

que, dans ce cas, si z est sur la coupure entre & et a, la relation

lim^= F(2
)

Q*(s)

n a lieu que tant que n parcourt les nombres v*.

Soient r1? R! (rt &amp;lt;
R

x )
deux nombres compris entre a et 6. Les fonc-

tions fk (z) sont toutes holomorphes pour

ensuite pour r
1 ^ z ! ^ R

:
la seYie

est uniformement convergente, comme cela re&quot;sulte aisement de ce qui

vient d etre dit et de ce que nous avons d^montre&quot; deja anteYieuretnent.

Des lors il est facile de voir que nous sommes dans les conditions

exig^es par le th^oreme du n 31, et nous pouvons conclure : la serie

repr^sente pour a
&amp;lt;

z \

&amp;lt;
b une fonction holomorphe qui pent se mettre

sous la forme

et, d apres la remarque a la fin du n 32, le coefficient a est la limite

du coefficient de z i dans le de&quot;veloppement de

La valeur de c-\ est done la limite du coefficient de z~ l dans le

d^veloppement de

(*)=
M

t M2 M n
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Si Ton suppose xp 5S a, xp + i ^ &, ce coefficient est evidemment

car on a pour a
&amp;lt;

|

z
&amp;lt;

6

P (z}

Q^(z)
=

1

36. Nous allons exprimer ce r6sultat un peu autrement en introdui-

sant une fonction croissante, discontinue
&amp;lt;p
n (u) qui jouera un r6le im

portant dans la suite de nos raisonnements.

Ayant pose
n

M,

nous d^finissons la fonction (p n (u) de la maniere suivante

&amp;lt;p
n (u)= Q, ^ u

&amp;lt;
x

l ,

9? w (w)= Mj , ^ ^ M
&amp;lt;

#2 ,

9&amp;gt;
M (M) = M! -f M2 ,

X2 ^u&amp;lt;x3 ,

&amp;lt;p
n (u)= M! -f Mo + M3 ,

z3 ^ M
&amp;lt; 4 ,

&amp;lt;p
w (M)= M! -f M2 -f + M_i, rcM _i^M&amp;lt; rrn ,

9? M (M)= Mj + Mo + + M n ,
x n rg u &amp;lt;

GO .

Soit c un nombre compris entre a et 6, on aura

M
1 + M2 + ... + M p =&amp;lt;M4

Ainsi dans le cas particulier que nous consideVons on a

+ 00

tant que a
&amp;lt;

z
&amp;lt;

6 et la valeur de c_i s exprime par

c-i = lim&amp;lt;pr,(c),

n parcourant toujours les nombres vk.
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CHAPITRE VI.

REMARQUES SUR LES FONCTIONS CROISSANTES

ET LES INTEGRALES DEF1NIES.

37. Le probleme des moments que nous avons pose au n 24 nous

conduira a conside&amp;gt;er une distribution de masse quelconque sur une

droite Ox. Une telle distribution sera parfaitement determin^e si 1 on

sait calculer la masse totale, re*pandue sur le segment Ox. Ce sera evi-

demment une fonction croissante de x, et reciproquement, etant donnee

une fonction croissante de x, on pourra toujours imaginer quelle re-

presente ,
de la maniere indiquee, une distribution de masse. Ceci nous

amene a faire quelques remarques sur les fonctions croissantes. Soit

done y (x) une fonction croissante definie dans 1 intervalle (a, b),

eU 2 3 &amp;gt;

une suite infinie de nombres positifs de&quot;croissants
,
tendant vers z6ro.

Les nombres

&amp;lt;p(x + e n} (n= 1, 2, 3, ...)

seront aussi decroissants
,
mais ils resteront ^ y (x). Ces nombres ten-

dent done vers une limite determinee A. Soit

fii i 2 1 3
&amp;gt;

une autre suite infinie de nombres positifs decroissants, tendant vers

zero
,
on aura encore

lim
&amp;lt;p (x -\- en]

= B (w=l, 2,3, ...)

Mais il est facile de voir que A= B, et nous pourrons dire que &amp;lt;p(x-\-e)

tend vers une limite de&quot;termin6e, des que la quantite positive e tend

vers ze&quot;ro, d une facon quelconque. Nous 6crirons

+
\im(p(x-{- e)

=
&amp;lt;p(x),

et il est clair que de meme cp (x s) tend vers une limite que nous de-

signerons par y (x). On a evidemment

+
&amp;lt;P (x) ^ v (x) ^ 9? (x).
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Lorsque &amp;lt;p (x)= &amp;lt;p (x) ,
nous dirons que x est un point de continuity

;

+ +
lorsque &amp;lt;p (x) &amp;gt;

&amp;lt;p (x) , x est un point de discontinuity
,
et

&amp;lt;p (x) 9? (x) est

la mes tre de la discontinuity.

Dans tout intervalle (a, /?), il y a des points de continuity.

En effet
,
soit

*= ?(/*)-? (a),

et choisissons quatre nombres p, q, r, s, de fagon que

il est clair que 1 une au moins des deux differences

&amp;lt;p(q) V (p) , &amp;lt;f&amp;gt;(s) &amp;lt;p (r)

sera
&amp;lt;

-g- Supposons , par exemple , que ce soit la premiere de ces

differences qui soit plus petite que -^

Ecrivons p= a
, q = p ,

nous aurons maintenant un intervalle (a , /? ),

tel que

&amp;lt;p (/? )-? (a K-*-

et

a
&amp;lt;

a
&amp;lt; /? &amp;lt; /?.

De meme, en partant de 1 intervalle (a , /? ), on pourra trouver un

intervalle
(a&quot;,(} ), tel que

a
&amp;lt;

a&quot;
&amp;lt; /S&quot; &amp;lt; /? .

En continuant ainsi, on obtient une infinite d intervalles

tels que

^ (/?&amp;lt;&quot;&amp;gt;) -^ (aW)&amp;lt; ^-
On pourra faire en sorte que

lim a&amp;lt;

n = lim /5
(M)= y pour n= oo .

Or il est clair que y sera n6cessairement un point de continuite
,
car

I

_
v (/) v (Y)

ne peut pas etre plus grand que tp (/5
(w)

) 9 (
&amp;lt;n)

), qu el que soit n: cette
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difference est done nulle. II est peu pres evident que la somme des

discontinuitys que peut presenter &amp;lt;p (x) a 1 interieur de 1 intervalle (a, b)

ne peut jamais surpasser 99(6) 9? (a). Done le nornbre des discontinuitys

qui surpassent un nombre donne&quot; est fini
,
et il est clair par la qu on

peut ranger les discontinuitys par ordre de grandeur d6croissante.

Les points de discontinuity de 1 intervalle (a, b) peuvent done etre

ranges dans une suite simplement infinie a indices entiers positifs

^1 ) %2&amp;gt; *^3 &amp;gt; ^4 &amp;gt;

Cela est vrai meme lorsque 1 intervalle consider^ s 6tend a 1 infini; on

le divisera en intervalles

(a, 6), (b,c), (c,d), (d,e),

On trouvera une suite infinie de discontinuity pour chaque intervalle;

I ensernble des discontinuity constituera une suite a double entr6e
,

qu on sait ranger comme une suite simple. De la on peut conclure de

nouveau
,
d apres un theoreme de M. Cantor, qu il y a des points de

continuity dans tout intervalle. A la ve&quot;rite&quot;
,
ce theoreme se trouve d6-

montre par les considerations pr6cedentes.

38. Si maintenant
,
a cette notion d une fonction croissante

,
on veut

associer 1 image d une distribution de masse
,
on sera conduit a dire

qu en un point de discontinued il y a une condensation d une masse

finie. Un tel point est un point materiel de masse 9? (x) &amp;lt;p (x) ; et,

superpose&quot;
a ces masses condens6es dans des points ,

il y aura une

distribution continue de masse. II convient de regarder toujours

99(6) 9? (a) comme la masse comprise dans 1 intervalle (a, b). L inter-

valle (0,2) contient alors la masse 9? (x) p&amp;gt;(0)
ou 9? (re) simplement,

si Ton suppose 9? (0) 0. On voit alors que &amp;lt;p(x) cp (x) est la partie

de la masse concentree au point x, qui est cense*e faire partie de 1 in

tervalle (0, x) ,
tandis que la masse 9? (x) 9? (x) est cense&quot;e faire partie

de 1 intervalle (x,x ), (x &amp;gt; x). En changeant done la valeur de y(x)

dans un point de discontinuity [naturellement il faut qu on ait toujours

&amp;lt;p(x)^y (x) ^ cp (x}\ ,
on ne change en rien la distribution de masse, on

fait seulement une nouvelle convention
,
relative a la facon de compter
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une masse concentree en x, comme appartenant aux intervalles (0, x)

et (x, x ).

Considerons maintenant le moment d une telle distribution de masse

par rapport a 1 origine. Posons a = x
,
b = x n ,

et intercalons entre XQ

et xn ,
n 1 valeurs

XQ &amp;lt;
X

l &amp;lt;
X2 &amp;lt;

. . .
&amp;lt;

X n -i &amp;lt;
X n .

Ensuite prenons n nombres 1? 2 ,
. . .

, M ,
tels que

Xk-l^:k^Xk.
La limite de la somme

fi [&amp;gt; O&i) &amp;lt;P W] + 2 O (%) &amp;lt;P (a?!)] + . . . + |&amp;gt; (Zn) 9? (# _ i)]

sera le moment, par definition. Considerons plus gene*ralement la

somme

(A) .

A*i)|&amp;gt;(ai)- ^(^o)]+/(^[^^2)-^(^l)]4----+Aln)[^(^n)-^(^n-l)],

elle aura encore une limite que nous designerons par

r
b

I f(u)d&amp;lt;p(u}.

a

Nous aurons a conside&quot;rer seulement quelques cas tres simples comme

f(u) = u k
,f(u)= . et il n y a pas inte&amp;gt;et a donner toute sa ofene-z -+ u J

ralit6 a la fonction f(u). Ainsi il suffira, par exemple, de supposer la

fonction f(u) continue, et alors la demonstration ne pr6sente aucune

difficulte
,
et nous n avons pas besoin de la de&quot;velopper , puisqu elle se

fait comme dans le cas ordinaire d une integrale d6finie.

La valeur d une telle int^grale ne change pas, si Ton change la va-

leur de 99 (x) aux points de discontinuity qui se trouvent a 1 interieur de

1 intervalle (a, b). Et, en effet, puisqu il y a des points de continuity

dans tout intervalle, rien n empeche de supposer que x^ , x2 , . . ., x n -i

soient toujours des points de continuite. II faut remarquer seulement

que a et b aussi pourront etre des points de discontinuity, mais un

changement de valeur de 99 (a;) dans ces points-la affecte la valeur de

1 integrale , puisque 9? (a) et 99 (b) figurent explicitement dans la de&quot;fini-

tion de 1 integrale comme limite de 1 expression (A).
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Posons a = f ,& = f n + i, 1 expression (A) peut s ecrire

f(b) &amp;lt;P (6) f(a) &amp;lt;p
(a) cp (x

et Ton a

*=it*

En passant k la limite, on a done

&amp;lt;p(u)df(u).

Dans le cas f(u) = =

,
a = =

&amp;lt;p (0) ,u -\- x

cpju) __ &amp;lt;p(b)
. r b

rp (u) du
u+ x ~~b~+~x*j (u 4- x)

2

Faisons croitre b md^fmiment, en supposant que &amp;lt;p
(6) reste finie, on

aura

f
x
d(p(u) __ r 9? (M) du

J u+ x ~J (u + xf

II importait de ne laisser subsister aucim doute sur la legitime de 1 in-

t6gration par parties dans les circonstances actuelles.

39. Soit toujours 99 (u) une fonction croissante

9&amp;gt;(0)
= 0, 9(oo) = c,

et posons

On dnnit ainsi une fonction holomorphe dans tout le plan , except^ la

coupure, qui se compose de la partie negative de 1 axe re&quot;el. Cette

fonction 99 (u) caracte&quot;rise une certaine distribution de la masse totale c

sur une droite OX.

Soit
rp^ (u) une fonction de meme nature que y(w),

&amp;lt;Pi (0)
=

, ^ (oo )
=

Cl ,
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et posons

Nous aliens montrer que, si les fonctions F (z) et F
: (z) sont identiques,

on peut en conclure que les fonctions 9? (u) et 9^ (w) caracterisent la

meme distribution de masse
;
ces fonctions ne peuvent differer qu aux

points de discontinuity, et peuvent etre considerees comme identiques
si Ton n a en vue que la distribution de masse.

II est ais6 d abord de voir qu on peut ecrire

r&quot;&amp;gt; &amp;lt;p(u)
du^ i \ r

F (0) /
J

puisque F (z) = &amp;lt;t&amp;gt; (z) si Ton pose
-00 / 1 1

(z}=
a-\-u z +

o

Soient maintenant x un nombre positif ,
e un nombre positif que nous

allons faire tendre vers zeVo; consid^rons, d apres 1 exemple de M. Her-

mite
,
la diff6rence

, A r
00 2 e i cp (u) d u

~J (u xf -f
2&amp;lt;

o

Nous allons voir que, pour lim = 0, cette expression a une limite

finie. Decomposons 1 int^grale en deux

rx 2ei&amp;lt;p(u)du . r x 2ei&amp;lt;p(u)du

j (M
:_- rc

Je dis qu on aura

r x 2eiw(u)du
lim

lim
=

En effet, 6crivons

/-

00 2 s i
&amp;lt;p (u) d u .

+
- !--
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on aura

/ I 2 _T
&quot;

-2
^ C

I (~ ~T2~I 2~ C
(
ai

done

fxr f E (p(u}dulim / . ^-4-1 B = 0.
J (M o;)

2 + 2

o

D autre part, dans I int6grale

la fonction
&amp;lt;p (u) pour x V& ^ u

&amp;lt;
a; prend des valeurs qui sont infi-

niment voisines de 99 (a;). II est vrai que la valeur de
&amp;lt;p (x) peut sur-

passer &amp;lt;p (x) d une quantit^ finie, mais cette valeur de 9? (x) n a aucune

influence sur la valeur de I integrale. II est aise de voir alors que cette

valeur differe infiniment peu de

e d u -
1= * (X] ar tang

done

On trouvera de meme sans difficult^

x

et nous aurons done

+
lim

[0&amp;gt; ( x + ez) *
( x e 0]= ni

[&amp;lt;p (x) + y (a;)].=0

Posons maintenant

on aura Pj (*)=*!(*), et, puisque nous supposons F() = Fj (2), les
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fonctions 4&amp;gt; (z) et ^
1 (z) ne pourront diff6rer que par une constante. On

aura done

&amp;lt;i&amp;gt;

(
x -j- ^

( X ei) = $! ( x -\- ei) 4&amp;gt;

x ( x ei),

et
,
faisant tendre vers z6ro

,
on en conclut

+ +
&amp;lt;P (x) + &amp;lt;p (x)= ?! (x) -f 9?x (a;).

Cette relation a lieu pour toute valeur positive de x tandis que nous

supposons (p (0) 9?} (0)
= 0. On peut en conclure que les fonctions (p(u)

et
&amp;lt;P! (u) caracteYisent la meme distribution de masse. En effet

,
tant

qu il ne s agit que de caracte*riser une distribution de masse
,
on peut

prendre arbitrairement les valeurs de
&amp;lt;p(u), 9^ (u) aux points de discon-

tinuit Rien n empeche done de prendre toujours

De cette fagon ,
on voit qu on a pour toute valeur positive de x

&amp;lt;P (x)
=

&amp;lt;Pi (x)

et
, puisque 9? (0) = (p 1 (0) = 0, les deux fonctions sont identiques.
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CHAPITRE VII.

DEMONSTRATION DU TH^OREME FONDAMENTAL.

40. Soit

U^ ,
W
2 j

une suite infinie de nombres
;
nous supposerons que ces nombres sont

limited supeVieurement et infeYieurement.

II en sera de meme alors des nombres

et ces nombres admettent done un maximum, ou limite supe&amp;gt;ieure
L w ,

et 6galement un minimum, ou limite inferieure l n - Ce nombre L n jouira

alors des propriet&s suivantes :

1 Aucun des nombres

ne peut etre plus grand que L n .

2 Au moins un de ces nombres est e*gal a L M , ou, si cela n a pas

lieu, on pourra en trouver au moins un qui surpasse L M ,
e 6tant

un nombre positif quelconque. Lorsque n augmente ,
L n ne peut que

diminuer, de meme / ne peut qu augmenter. Des lors il est clair que,

pour n = oo
,
on aura

lim L w = L,

lim l n = I,

L^l.

Voici maintenant les proprietes du nombre L:

I. Les nombres

U
,

M
2 ,

W
3 ,

. . .
,

& partir d un certain rang, sont tous infe&quot;rieurs a L-\-e, e 6tant un

nombre positif quelconque.

En effet, puisque L n tend vers L en diminuant, on peut toujours
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determiner n de facon que L M soit plus petit que L-f- 5
or aucun des

nombres
a i

?/ I 1 77 o

ne surpasse L n ,
ils sont done aussi tous

&amp;lt;
L -j- -

Parmi les nombres
) I 77 1 i

*! &amp;gt; **2 3 &amp;gt;

il y en a toujours un qui est, soit = Lj ,
soit

&amp;gt; Lj . Soit MA ce nom

bre, il est visiblement plus grand que L puisque L
x ^ L.

Ensuite
, parmi les nombres

il y en aura un qui est
,
soit = L* + 1 ,

soit
&amp;gt; L/C + 1 e.

Soit Ui ce nombre, il sera encore plus grand que L e.

De meme, parmi les nombres

il y en aura toujours un um , qui est plus grand que L; + i e, et
, par

consequent ,
aussi plus grand que L .

En continuant ainsi
,

il est clair que ,
dans la suite

W
l )

U
2&amp;gt;

M
3 &amp;gt; f

on peut trouver une infinite de nombres

Mfc, Mi, Mm, ...

qui sont tous plus grands que L e. Les indices A;, /, m, . . . vont en

augmentant ;
or nous savons deja que tous les nombres de la suite

U^ ,
M

2 , Mg ,
. . .

,

a partir d un certain rang ,
sont infeVieurs a L -f- e.

II en sera de meme pour la suite

Mfc, MI, Mm , ...,

et nous arrivons a ce re&quot;sultat :

II. Dans la suite

W
l &amp;gt;

W
2 &amp;gt;

W
3 &amp;gt; 1

il existe toujours une infinite de nombres qui sont compris entre L e

et L-\-e, s etant un nombre positif quelconque.
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On verra de la meme facon

1. Les nombres

M
l &amp;gt; 1*&quot;2 &amp;gt;

W
3 &amp;gt; I

a partir d un certain rang ,
sont tous supeVieurs a I E.

11. Dans la suite

M
l &amp;gt;

U
2 &amp;gt;

W
3 &amp;gt; &amp;gt;

il existe toujours une infinite de nombres qui sont compris entre I e

et Z -J- .

La consideration de ces nombres L et I est due a M. du Bois-Reymond,

qui 1 a
expose&quot;

dans un livre paru en 1882 et qui a ete traduit en fran-

cais par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et I les

limites d inde&quot;termination des nombres u n ;
on voit en effet que, pour w

infini, u n finit par osciller entre ces limites Et il est evident aussi que
les nombres w n ne tendent vers une limite de&quot;termine&quot;e que lorsqu on

a L= l.

La premiere application qu on a faite de cette consideration nous

paralt due a M. Hadamard qui a remarque que, dans le cas

le rayon de convergence de la serie

C Z n

est egal a 1 : L.

41. Je reviens maintenant a la fonction p n (w) d^fini au n 36. C est

une fonction croissante qui est bien d6termin6e, meme aux points de

discontinuite.

Elle ne varie qu entre les limites

?(&amp;lt;&amp;gt;)

= 0, 9) M (oo) = ^.
&quot;i

Soit maintenant u un nombre fixe, positif ou nul, et consideVons la

suite infinie
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Ces nombres sont limit^s
; je de&quot;signerai

les limites correspondantes

L et I par
L= v (M) ,

en sorte qu on aura

V (M) = X (M)-

II est clair du reste que y&amp;gt; (0)
= x (0)= ,

et si pour quelque valeur

particuliere de u on a

nous pourrons en conclure
,
d apres ce qui precede , que , pour n = oo

,

Hm (p n (U) = y (U)= X (^)-

La fonction
&amp;lt;p
n (u) e*tant croissante, on reconnalt immediatement que

les fonctions
y&amp;gt; (u) et x (w) sont aussi croissantes,

Ainsi
,
sous la condition a

&amp;lt;
b

,
on aura

(2) x (a) = # (&)

A ces
ine&quot;galites,

nous aliens en ajouter une autre d une tres grande

importance : c est celle-ci

Mais la demonstration de cette in6galite exige quelques preparatifs

42. Calculons d abord I int6grale

&quot;

Sa valeur est eVidemment
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c est-a-dire
e&quot;gale

a

amsi

o

On aura de meme
1

o

= 0, 1, 2,3, ...,2n + 2n 2)

et
, par suite

,

oo

k du = (k= 0, 1, 2, 3, . . ., 2 w 2).

D apres un raisonnement bien connu, du a Legendre, on en conclut

que la fonction

doit changer de signe au moins 2n 1 fois. Or, &amp;lt;p w (w) et
&amp;lt;?+ (w) sont

des fonctions croissantes 1 une et 1 autre, puis &amp;lt;p
n (u) est constant dans

chacun des intervalles

Dans chacun de ces intervalles, ^(M) ^ n+n (w) peut changer de

signe une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe
pour les points de discontinuity xlf x2 ,

. . .
,
xn ,

cela donne au plus n

changements de signe; en tout on en a ainsi 2w 1 au plus. Mais, &

cause de

&amp;lt;Pn(0) =&amp;lt;p n+ n
&amp;gt;

(0) =0,

)= &amp;lt;p
n+ n (oo )

= i

on reconnalt immediatetnent qu il ne peut pas y avoir d autres chan

gements de signe. Done, effectivement
,

il doit y avoir un changement
de signe dans chaque intervalle

(X1} X2}, ..., (xn -i,Xn),

et un changement de signe pour

M = a* (A=l, 2, ..., w).

H 31
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Pour une valeur u = Xk, il faut done que Ton ait

et meme dans le cas oft la fonction (p n + n (u) aurait aussi une disconti-

nuite&quot; pour u = Xk (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les

Equations
)
=

ont des racines communes) ,
on aurait

&amp;lt;Pn

Remarquons ensuite que , puisque

doit changer de signe dans 1 intervalle (xk, Xk + i) et que (p n (u) est con

stant dans cet intervalle, &amp;lt;p n+n (u) doit effectivement croltre dans cet

intervalle. Or, cette fonction ne crott que par sauts brusques ,
les points

de discontinuity etant les racines de

Q2n+ 2n ( %) = 0.

On en conclut que, dans 1 intervalle (re*, aifc + i), il doit y avoir au

moins une racine de cette equation.

On retrouve ainsi une proposition que nous avons deja obtenue

d une fac,on plus complete (voir n 5).

43. Pour d^montrer maintenant 1 ine
galite&quot; (3), plagons-nous dans

1 hypothese contraire; supposons qu on ait

V&amp;gt;(a)&amp;gt;X (b) ,

on pourra trouver un nonibre positif e tel que

y (a) e
&amp;gt; % (b) -h -

Cela etant
,
d apres les propri6tes des limites d indetermination

,
nous

savons qu il existe une infinite&quot; d indices croissants

vlt V
2&amp;gt;

V
3 I

V
*&amp;gt;

tels que y n (a) pour w = r k est toujours &amp;gt; ^ (a) e. Et il existera aussi

une seconde suite d indices croissants

V\ , *2 , V3 , , Vk ,
...

tels que &amp;lt;?
(6) pour w = vk est toujours &amp;lt; % (b) +



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 483

Je dis maintenant que, pour n = r k et aussi pour n = vk ,
1 equation

Q 2 n( 3) =
ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et b. En effet, sup-

posons que pour n = v k cette Equation ait une racine c comprise entre

a et 6. Alors la fonction
&amp;lt;p n (u) aura encore une discontinuity pour u=.c,

et, puisque (p n (a) est deja supe&quot;rieur y (a) ,
on aura

&amp;lt;Pn(C)

&amp;lt;Pn(G)

Or, dans la suite

n, va , ..., vk, ...,

nous pourrons toujours trouver un nombre = n supeVieur & w = vfc.

Ues lors. on devrait avoir

_ i

&amp;lt;Pn(c) &amp;lt; &amp;lt;p
n (C) &amp;lt; &amp;lt;Pn(c).

Mais c est la 6videmment une absurdite&quot;
,
car

&amp;lt;Pn (C)^&amp;lt;p n (b)&amp;lt;Z (&) + ,

tandis que

^n (c) &amp;gt; v () &amp;gt; X (&) -f- -

II est ainsi prouv6 que l 6quation

Q 2 n( )
=

ne peut avoir aucune racine entre a et & lorsque n-=v k ,
et Ton verra

de la meme fa^on que cela est vrai encore pour n = vk .

Puisque done, pour une infinite* de valeurs n = v k ,
1 equation

Q 2w ( z) =
n admet aucune racine entre a et 6, nous savons (voir n08

35, 36) que
la fonction F (z) admet un developpement

convergent pour a
&amp;lt;

i
z

&amp;lt; 6, et la valeur de C-\ est la limite de
&amp;lt;p
n (c)

)

c e*tant un nombre fixe entre a et 6, n parcourant les valeurs

l,
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Mais on peut appliquer le meme raisonnement en faisant parcourir a n

les valeurs

v\ )
V2) V3) &amp;gt;

et puisque ,
dans les deux cas

,
la fonction F (z) est la meme

,
on devrait

avoir

c_i = lim 9? (c) = lim 9? , (c).

Or cela est une absurdite evidente
,
car tous les nombres 9? (c) sur-

passant ip (a) et tous les nombres
&amp;lt;p ; (c) sont infdrieurs a

X (6) + &amp;lt; V (a)

La contradiction qui se manifeste ici montre que Fhypothese d ou on

Fa de*duite
,
et qui consistait a admettre que

V &amp;lt;)&amp;gt;*&amp;lt;&),

doit etre rejetee. L inegalite (3) se trouve demontr6e.

44. Ce point important 6tabli
,
nous pourrons introduire une fonction

qui joue le r6le principal dans notre th6oreme fondamental. Posons

w (u) 4- Y (u)$ (u)

il re*sulte immediatement des ine*galites (1), (2), que c est la une fonc

tion croissante; on a d ailleurs
&amp;lt;E&amp;gt;(0) 0, et la fonction ne peut pas

croitre au dela de - comme yj (u) et % (u). II est clair quea
i

$ (u -\- e) ^ x (u ~\~ ) i= V (M)

done
+

De meme

3*
(
M

) = X (
u

)-

Ainsi
, lorsqu on a

t/&amp;gt; (w) &amp;gt; % (M) ,
$ (M) est discontinue et la mesure de

la discontinuity n est pas moindre que ^ (w) # (M), mais elle peut etre

plus grande. Aussi $ (w) peut etre discontinue meme en des points

pour lesquels t/&amp;gt; (u) = % (u). Mais
,

4&amp;gt; (w) 6tant une fonction croissante
,

nous savons qu elle a des points de continuity dans tout intervalle.
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Or, si 1 on a

*()= * (ti),

on conclut
i/&amp;gt; (u) = x (w) = lim y n (u) pour w= oo. Done, dans tout in-

tervalle, il y a des points u tels que 9?M (w) tend vers une limite finie

pour n = oo.

Voici maintenant une propriete de la fonction &amp;lt;!&amp;gt; (M) qui nous sera

tres utile. Considerons la fonction
&amp;lt;P
M (M); elle est discontinue pour

u= Xk et pour n
&amp;gt;

n on a

II s ensuit 6videmment que v&amp;gt;(#&)
et #(#*;), les limites d indetermi-

nation des 9V (xk) pour w oo, sont aussi comprises entre
&amp;lt;p
n (Xk) et

+
&amp;lt;Pn(%k)

. done

45. Considerons maintenant les Equations

Qa( *) = 0, ^ = 1,2,3,...),

et un intervalle quelconque (a, 6),

^ a
&amp;lt;

6.

Deux cas peuvent se presenter :

Ou bien les Equations

Q2n (-^)=:0,

pour lesquelles il n y a aucune racine entre a et 6, sont en nombre fini
;

ou bien ces Equations sont en nombre infini.

Dans le premier cas, nous dirons que 1 intervalle (a, 6) est de pre

miere espece ;
dans le second cas

,
il est de seconde espece.

Lorsque 1 intervalle (a, 6) est de premiere espece il existe un nom
bre r, tel que pour n

&amp;gt;
v 1 equation

a toujours an moins une racine entre a et 6, et cette propriete est

demment caracteVistique pour un intervalle de premiere espece. Ainsi,

lorsque, pour une valeur particuliere de w, 1 equation a deux racines

entre a et 6, 1 intervalle est toujours de premiere espece, car les 6qua
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tions suivantes de degre*s supeVieurs auront toujours au moins une

racine entre ces deux racines-la.

Supposons que 1 intervalle (a, 6) soit de seconde espece et, en outre,

que les points a et b soient des points de continuity de $ (w) et de

toutes les fonctions cp n (w). II rsulte de cette derniere hypothese que :

n= oo

* 6 = Mm

Je dis qu on a necessairement $ (a) = $ (6). En effet
, supposons

$()&amp;lt;$ (b) ,

on pourra d6terminer un nombre positif e tel que

* (a) + &amp;lt;
* (6) .

D autre part, pour toutes les valeurs de n au-dessus d une certaine li-

mite n
&amp;gt; v, on a

&amp;lt;p
n (b) $(&)|&amp;lt;.

II s ensuit que, pour ces memes valeurs de w, on a

&amp;lt;Pn (d) &amp;lt; &amp;lt;Pn (&)

La fonction 9? M (w) doit done augmenter effectivement lorsque u crolt

de a jusqu a 6. Cela n est possible que si liquation

Q2n ( 3) =
a au moins une racine entre a et 6. Comme cela doit arriver pour toutes

les valeurs de n qui surpassent v, on en conclut que 1 intervalle (a, b)

est de premiere espece ,
contrairement a 1 hypothese admise. On a done

bien

4&amp;gt; (a) = * (6).

Pour w
&amp;gt; v, on aura toujours

mais
, puisque &amp;lt;J&amp;gt; (a) = 4&amp;gt; (6) ,

il est evident qu il s ensuit

&amp;gt;(M) 4&amp;gt;(M)j &amp;lt;,

pour toutes les valeurs

a ^ M &amp;lt; 6.
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C est la un rsultat important; il suppose que 1 intervalle (a, b) soit

de seconde espece et que a et b soient des points de continuity de &amp;lt;(u)

et de toutes les fonctions
&amp;lt;P
M (M)- Dans le cas a = 0, 1 intervalle (0, b)

peut etre de seconde espece, mais voici dans quelles circonstances

seulement. L equation

Q 2w ( )
=

ne doit jamais avoir une racine gale ou plus petite que 6; car, si cela

arrive, 1 equation

Q 2 n ( )
=

a toujours pour n
&amp;gt;

n une racine dans 1 intervalle (0, b), qui serait

ainsi de premiere espece. Done, si 1 intervalle (0, b) est de seconde

espece, on a toujours

9&amp;gt;(&)
= 0,

et par consequent $ (6)
= 0. Les fonctions y n (u) et $ (w) sont identi-

quement nulles dans tout 1 intervalle

g u g 6.

46. Soit L un nombre positif quelconque et considerons 1 integrale

r
/

Entre et L, j intercale k 1 nombres ult u
2 , ..., w^-i

M = 0&amp;lt; M! &amp;lt;
M
2 &amp;lt;

.. .
&amp;lt; WA-I &amp;lt; ?/*= L,

d une facon quelconque. Je designe par e l 6tendue du plus grand des

intervalles (w_i, ,-), (i
= 1

, 2, . . .
, k).

Pour simplifier un peu les raisonnements
, je supposerai qu aucun

point Ui (i
= 1

, 2, . . .
, k) ne soit racine d une equation

Q 2n(-Z)= 0,

ou un point de discontinuite de $ (u). Puisque 1 ensemble des racines

et des points de discontinuity de * (u) peut se ranger sous la forme

d une suite infinie, il existe de tels points Wj dans tout intervalle. Le

point M = n est pas une racine, mais il peut etre un point de dis-

continuit pour $ (M). Cependant ,
cela ne peut jamais arriver lorsque

1 intervalle (w ,
w

t )
est de seconde espece, car alors $ (u) est nulle dans

tout 1 intervalle.
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A chaque intervalle (Wj_i, M,) j associe maintenant un nombre en-

tier vi de la facon suivante. Si 1 intervalle est de premiere espece, je

suppose que le nombre v, est tel que, pour n
&amp;gt;

v it liquation

Q 2w (-0)z=0

a au moins une racine dans 1 intervalle.

Si Pintervalle est de seconde espece , je suppose que , pour n
&amp;gt; v, et

M|_l ^ W ^ Mi,

on ait

I Vn () $ (W) j &amp;lt;
e

,

6tant un nombre positif arbitraire
,
le meme pour tous les intervalles

de seconde espece.

Cela e*tant, soit N le plus grand des nombres

je supposerai desormais n
&amp;gt; N, et je cherche une limite

supe&amp;gt;ieure de
I integrale

Pour cela, je la decompose dans une somme de k integrates

ft

Lr
u

i

I &amp;lt;pn(w)
$ (u) du.

1
,-_,

Si Tintervalle (MJ_I,M&amp;lt;) est de premiere espece, la fonction
&amp;lt;p
n (u)

aura au moins un saut brusque dans 1 intervalle pour u = c et

+

Les deux intervalles

On(M&amp;lt;-l), 9? n (Mi)] et [$ (M&amp;lt; _i), $(&amp;lt;)]

auront done au moins un point de commun
, par consequent

Dans tout 1 intervalle, on a 6videmment

i_l) * (Wj) ^ 9? M (M) $ (u)
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et a plus forte raison

&amp;lt;Pn (U)
- $

(&quot;) ^ &amp;lt;p
n (Ui) Cp n (u i - i) -f * () *

( i - l) ,

(jPn(u) $
(*)^9&amp;gt;0*&amp;lt;-l) 9&amp;gt;(*&amp;lt;)-f

* (Wt_i) * (Mi),

c est-a-dire

On en conclut

/
/ cp n M,)

Le facteur qui multiplie e est la somme des variations de fonctions

fp n (u] et $(M) dans Pintervalle (ut-i, M,-). La somme de toutes les in-

t6grales

pour lesquelles (w,-_i, M,-) est un intervalle de premiere espece, a done

pour limite sup6rieure

s (i + 03) &amp;gt;

a
l ^tant la somme des variations de (p n (u) dans ces intervalles, a2 la

somme des variations de $ (w). II est clair que o
1
est infe&amp;gt;ieur a la va

riation totale de
&amp;lt;p
n (u), c est-a-dire a

De meme a
2 est inf6rieure a la variation totale de $ (M) qui ,

elle aussi,

ne peut pas surpasser On peut done adopter pour limite superieure

2
de la somme consid6ree 1 expression

-

Si 1 intervalle (u,-_i,Ui) est de seconde espece, on aura dans tout

1 intervalle, a cause de la valeur de n
&amp;gt;
N ^ v t ,

n(u) $(M) du
&amp;lt; (M,- u ,-_i).

La somme de toutes les integrales de cette espece sera done infe-
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rieure a Le
, puisque la somme des intervalles est evidemment infe-

rieure a L.

D apres cela
,

il est clair que nous pouvons 6noncer la proposition

suivante :

L, e, e e&quot;tant des nombres positifs arbitraires, il existe un nombre

entier N tel que, pour n
&amp;gt; N,

rL 2e .
,

J a\
o

47. II est eVident que

^W)
=

j ~z^
=
l it+w

&quot;~

/ I \2 du
t

z e&quot;tant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut

o o

La limite superieure peut s e*crire

99 M (w) &amp;lt;I&amp;gt; (M)

L

Adoptons deux nombres positifs e, e et de&quot;terminons N comme dans

le n 46, on aura, pour n
&amp;gt; N,

I &amp;lt;p n (u) (u)

z + u\
2 ^

(z
o

(z] etant, comme au n 33, le minimum de \z-\-u\, lorsque u varie

de a oo.

Pour 1 integrale entre limites L et oo, j observe que

et pour z= a -\-fii,

Z + M
j

2= (M + a)
2 + /S

2 ^ (ti + a)
2
,
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done

r jkn(^_ du
M|

2
&quot;tfiJ (U + a)

2
~~
% (L -f. a)

en supposant que L -j- a soit positif.

II vient done

1 /2e

Or les nombres L
,
e

,
e e&quot;tant arbitraires (ou a peu pres) ,

il est clair

que la limite supeVieure peut tre rendue aussi petite qu on le voudra.

II est ainsi demontre que pour tout point z non sur la coupure, on a

P2n (g) __ r
00

&amp;lt;*&amp;gt; (w) du __
11H1 7^ T r

~ &quot;

n=oo

Nous savions deja que

tend vers une fonction holomorphe F(s); nous voyons maintenant que
cette fonction peut se mettre sous la forme

_, , x r
00 d

F ()= /
J 2

(w)

Quant a I uniformite de la convergence, il rsulte de la limitation

obtenue que la convergence est uniforme dans tout domaine S ou la

partie relle de z et -, -. est limitee superieurement. Un tel domaine

peut s etendre a 1 infini.

48. De la meme fagon que nous avons6tudie les re&quot;duites d ordrepair,
on peut e&quot;tudier les r^duites d ordre impair, et Ton trouvera

J

4&amp;gt;j (M) etant encore une fonction croissante qui caracte&quot;rise une certaine

distribution de masse sur un axe OX.
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Mais il est a peine necessaire de faire cette recherche, car le seul

cas qui nous interesse est celui ou la seVie

est divergente ;
mais alors nous savons que F (z)

= F
l (z) ,

et il devient

inutile de faire une recherche specialepourobtenir une forme analytique

plus explicite de Fj (z). Les fonctions $ (u) et *
x (w) caracteVisent alors

necessairement la meme distribution d apres le theoreme du n 39.

Dans le cas ou la seVie

1

est convergente ,
il est clair que les distributions de masse caracteris6es

par les fonctions $ (w) et $
x (u) sont celles donnees par les systemes

GU,-,^), i=l,2,3,...,
(v . ft .\

&amp;lt;j

A 1 y Q
[rtiViji -u, i, 4, o, . . .

considered au n 24. Les integrates

J Z-\-U J 0-f U

se r^duisent alors aux series

00 00

V&quot;^ /&quot;i
\&quot;^

Vi

1

Nous avons vu (n 15) que x 6tant reel positif ,
on a

or, on a

xF(x)= r ^~d$(u).
J iC-f-M

II est aise&quot; de voir que , pour x= -\- &amp;lt;x&amp;gt;

,
le second membre a pour

limite

( d * (M)= *
(
oo .
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En effet, cette
inte&quot;grale ayant une valeur finie, on peut choisir un

nombre L de facon que

/

j
%

s
1

e&quot;tant plus petit qu un nombre arbitraire e. On aura alors

L

i e*tant plus petit que e. Ensuite il est clair qu on peut prendre x assez

grand pour que

/ ?- d*(u) = f

L

d 4&amp;gt; (w) /,
J x-{- u J

ei etant plus petit que e. On aura done

o o

or, d apres la formule (1), on a

lim x F (x) = c = &amp;gt;

done

o

Ce point e&quot;tabli
,
nous pouvons ecrire

x xx u x x
o o

(2) .....

Nous savons que , pour x= oo
,

x

On peut en conclure que Tint6grale

(3) /&quot;&quot;iid* (u)
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a une valeur finie et que cette valeur est cr En effet
,
si

L

u d 4&amp;gt; (M)

o

crolt au delk de toute limite avec L, le second membre de (2) croltrait

aussi au dela de toute limite pour #=oo, ce qui ne doit pas avoir

lieu. L inte~grale (3) a done une valeur finie
,

et pour obtenir cette va

leur il suffit de faire croltre x indefiniment dans la formule (2). En

continuant ces raisonnements
,
on voit que generalement

/oo
u k

d3&amp;gt;(u)
= Ck-

o

La distribution de masse caracterisee par la fonction 4&amp;gt; (M) constitue

done une solution du probleme des moments.

Dans le cas ou la serie

est divergente, nous n obtenons ainsi qu une solution de ce probleme,

et , en effet
,
nous de*montrerons bient6t que ce probleme n en admet

pas d autres dans ce cas.

Nous avons vu (n 42) que

f P -
&amp;lt;p
n (u)}

u*du=g [k= 0, 1
, 2, . . .

, (2 n- 2)] ,

J I #1 J K ~r l

o

et du resultat que nous venons d obtenir on conclut aisement

r[J-_*(J M*d W= !^- (^=0,1,2,3,...);
J l Q\ J K ~T L

on en conclut que

9?(M) *(M)

doit changer de signe au moins 2w 1 fois. Soit Xk un point de dis

continuit6 de
&amp;lt;P
M (M); il est facile de conclure

&amp;lt;Pn %k * Xk ** &amp;lt;Pn

Ce rdsultat precise celui obtenu a la fin du n 44
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II est clair aussi que, dans un intervalle ou la fonction
&amp;lt;P(u)

est con-

stante, 1 equation

ne peut avoir plus d une racine.

49. Je reviens a la proposition du n 46; pour n
&amp;gt;
N on a

/k

2

a
i

Nous venons de voir que $ (oo )
=

&amp;lt;p
n (oo) = c

, par consequent

ne sont jamais ne&quot;gatifs ,
et a cause de

&amp;lt;Pn (W) 4&amp;gt; (M) = CQ
&amp;lt; (W) [C (f&amp;gt;

n (W)],

on aura

i &amp;lt;p
n (U) 4&amp;gt; (U) g C &amp;lt;I&amp;gt; (M) | + |

CQ &amp;lt;p
n (U)

or il est facile de voir que
/

^
M2

En effet
,
consid^rons la distribution de masse caracterisee par 4&amp;gt; (u)

[ou 9? n (M)]. Le moment du second ordre est c2 ,
la masse totale com

prise dans le segment de u a oo est c 3&amp;gt; (w) ,
le moment du second

ordre de cette masse est inf^rieur a c? ;
si Ton concentre cette masse au

point M, on diminue encore le moment du second ordre; done

M2
|

C $ (M) &amp;lt;
C2 .

II vient done

et

/oo

O c

9n(M) ^&amp;gt;(M)jdW&amp;lt;
-^&amp;gt;

L

puis

! &amp;lt;Pn (U)
-

4&amp;gt; (M) j
dW

&amp;lt; + Le 1

-f
-
T
-2 -
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Par un choix convenable de L, e, e on pent rendre la limite supe-

rieure plus petite qu un nombre donne&quot;, par consequent

/ I &amp;lt;Pn (W) $&amp;gt; (W) |

dU= 0.

50. Voici comment on pent interpreter ce re&quot;sultat.

Designons par les symboles D M et D les distributions de masse ca-

racterisees par les fonctions y n (u) et 4&amp;gt; (w). On peut passer de la distri

bution D M a la distribution D par un certain transport de masses. Con-

venons de dire que le transport d une masse m sur une longueur I exige

un travail mesure par ml. Alors on voit, sans difficulte, que le travail

total minimum n^cessaire pour passer de D n & D (ou re&quot;ciproquement)

est mesure* par

f &amp;lt;P
n (W) $ (U) d U.

Nous de&quot;signerons ce travail minimum aussi par {D M , Dj, et il semble

naturel de dire que la distribution D M differe infiniment peu de D

lorsque fDM , D| est infiniment petit.

Ainsi D peut etre consideree comme la limite de D n .

En g6n6ral , lorsqu on a une suite infinie de distributions

DI ) Dg &amp;gt;

D3) . . . ,

et qu il existe une distribution D telle que

ID W , Dl

devienne inferieure a e des que n surpasse une certaine limite
,
on dira

que D est la limite de D n .

On peut reprocher a cette definition de faire intervenir la limite D

elle-meme
,
et puisque

{D w ,
Dw+ | g JD, D} + ID, Dn+n l &amp;lt; 2c,

on serait
porte&quot;

a adopter la definition suivante : la suite

Dn D2J D3 ,
. -

tend vers une limite s il existe un nombre n tel que

|D n ,
Dn+M | &amp;lt; e,

e e&quot;tant un nombre positif arbitraire.
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Mais il est clair que cette definition manque de sens precis, tant

qu on n aura pas demontre qu il existe effectivement une distribution D

telle que \D n , D! devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer

seulement cette question , que nous n examinerons pas ici.

Puisque

P2 n(g)_

on voit qu on peut considerer cette r6duite elle-meme comme une

espece de moment param6trique (dependant du parametre z) de la

distribution D w . Et le resultat principal de nos recherches revient done

a ce que le moment parametrique de D n a pour limite le moment

parame&quot;trique de D.

Or, si Ton considere 1 integrale definie par laquelle s exprime le

moment parametrique de D, et si Ton se rappelle la definition d une

int^grale definie comme limite d une certaine somme, on verra que,

pour cette somme
,
on peut justement prendre le moment parametrique

de D n ,
c est-a-dire la 2w i6me reduite de la fraction continue. On peut

done dire que la fraction continue est une transformation identique de

1 integrale dfinie. Cette singuliere reduction Tune a 1 autre de deux

expressions analytiques si diffe&quot;rentes, une integrate definie et une frac

tion continue, nous 1 avons rernarque*e pour la premiere fois dans le

cas particulier oil Qzniz) est un polynome X M de Legendre. (Voir

Comptes rendus, t. XCIX, p. 508; 1884).

C est le de&quot;sir d^ generaliser ce rsultat qui nous a fait entreprendre

les recherches que nous exposons ici.

II 32
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CHAPITRE VIII.

E&quot;TUDE DE L INTE&quot;GRALE /
r-

J Z -\-U

51. Soit
Y&amp;gt;(M)

une fonction croissante quelconque [y(0) = 0], nous

supposerons seulement que la distribution de masse quelle represente

a des moments finis d ordre quelconque ,
et nous poserons

/
Ck= U

Considerons maintenant I int6grale

dip (u)

z-\-u

qui represente une fonction holomorphe dans tout le plan , except6 la

coupure. Si la fonction y(u) est constante a partir de w = a, l inte*grale

se reduit a

z-\-u

et la coupure ne s etend que de u= jusqu a u= a. Tous les mo

ments sont alors finis des que cela est le cas pour c = y (a)- L inte*grale

admet eVidemment un developpement asymptotique

qui est divergent en general et convergent pour |

e
\

&amp;gt;
a dans le cas

particulier que nous venons de mentionner.

Mais on a toujours, lorsque z = x est reel positif,

Le d&amp;lt; veloppement en fraction continue de cette integrate ,
ou

,
a

proprement parler, de son developpement asymptotique, a fait 1 objet

des recherches de Tchebicheff, Heine, Darboux.
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Nous aliens reprendre ici cette etude
,
en nous attachant surtout a

la question de la convergence , qui n a guere &t6 consideree dans les

travaux anterieurs que nous venons de rappeler, et dans lesquels on a

pris toujours la fraction continue sous la forme (I
d
) (voir 1 Introduction).

Pour r6duire la srie en fraction continue
,
on n a qu a appliquer les

formules du n 11, les determinants A M et B M seront positifs comme
determinants des formes quadratiques positives

+ uXj -f tt Xa + . . . + W- 1 X M _i)
2 d v(t).

On trouvera done une fraction continue du type que nous avons

etudie
,
les a,- e*tant positifs.

Des lors
,
nous pouvons appliquer les re*sultats obtenus par l tude

directe de la fraction continue.

Deux cas sont a distinguer :

00

1 La serie ^ a n est convergente.
i

Dans ce cas on a

Q 2n (z) q(z) * z + li- z

w
(}_I__

Q2w+i^)~
lW

&quot;&quot;feW&quot;&quot;r
i + Oi z + u

2 La serie a w est divergente.
i

Dans ce cas
,
on a

Mais quels rapports ont ces limites avec I int^grale / -
qui

1 origine de la fraction continue ?
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52. Pour rpondre a cette question . supposons d abord z = x rel

et positif. On a alors ce the&quot;oreme (voir Comptes rendus, t. CVIII

p. 1297; 1889):

Le minimum de 1 expression

f^r
(-}

[ 1 + X, (x + M) + X2 to + w)
2 + . . . + X n (x + M)

nj
j x-\-u

est 6gal a

/-

j x-\-u

et Ton a done n6cessairement

j x+u^Q 2n (x)

La verification est facile
; posons

= 1 -f- X: (x -j- M) -|- X2 (a? 4&quot;
M )

2
H~

les conditions du minimum sont

(1) ....... r(x-\-v)
k 2dy(u} = [ft

= 0, 1,2,. ..,(-!)]
o

Ces relations sont visiblement 6quivalentes a celles ci

f

C

u k 2dy(u) = [A= 0, 1,2, ...,(n 1)],

o

on bien, si Ton se souvient le symbole S introduit au n 11,

S jw*|=0 [A= 0, l,2,...,(n 1)].

D apres la formule (3) du n 11, le polynome dans le cas de mini

mum, ne differe done que par un facteur constant de Q2n( w), et
,

puisque se rduit a I unit6 pour u = x, on aura

Le minimum est



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 501

ce qui, a cause des formules (1), se re&quot;duit a

(u) I r&quot; Q 2 n(^) Q 2 n( M)
.00

La derniere integrate est e&quot;videmment
e&quot;gale

a

fQ 2 n(s) Q 2 n( U)1_ p , .

b--
j

-
2 n I*) ,

ce qui acheve la demonstration.

On verifiera aussi aisement ce second theoreme :

Le minimum de 1 expression

est gal a

P2n+i (a?) __ r
00

riy&amp;gt;()

) J iC+ *

et 1 on a done necessairement

Qi+i(s)

A ces th6oremes, j ajouterai la remarque suivante:

Dans le cas du premier theoreme, est le polynome en u le plus
_

&amp;lt;H\n

J
est aussi un tel

polynome; on aura done

) P2n (a?)

c est-a-dire

(a;) c

Qt*W x x* tf a;

et Ton trouvera de meme

Q^ -L 4- I

a; &quot;&quot;a?

&quot; r

a &quot;
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Ces inegalites ,
nous les avions obtenues deja (n 15), mais rappro

chons-les maintenant de celles-ci

Q2n(#) / X-\-U Qs

Pour calculer nume*riquement I integrale

x-\-u

on peut se servir de la srie (meme divergente)

/* /2 I

/y*O*v .&amp;lt;/ JLf

la somme d un nombre pair de termes donnera toujours une limite in-

ferieure
,

la somme d un nombre impair de termes une limite supe*-

rieure.

Mais on peut aussi rduire la se*rie en fraction continue : les re*duites

successives donneront encore alternativement des limites supeVieures
et inf&amp;lt;6rieures.

Nous voyons maintenant qu il y a toujours avantage a re*duire la

serie en fraction continue : les limites donne*es par les re*duites sont

plus rapproch6es que celles donnees par la s6rie.

La limite de 1 approximation que peut donner la fraction continue

est caracteVisee par ces inegalites

.. r
00 d w (u)

F(x)&amp;lt; -^ &amp;lt; F, (x).
-J x-\-u

53. II est facile maintenant de repondre a la question posee a la fin

du n 51.

Dans le premier cas
, lorsque la serie

1

est convergente ,
nous savons que le probleme des moments est inde

termine&quot; (n 24). C est dire qu il existe une infinite d integrales

r= dy (u) / d
y&amp;gt;t (M) r 00 d y2 (u)

J * + M J z + u J z + u
1
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qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le

meme dveloppement asymptotique

C
_f1 I

C2

Z
&quot;

Z2
&quot;

ZS
~

et
, par consequent ,

aussi la meme fraction continue.

Le calcul des reduites de cette fraction continue conduit a deux

limites

r

/

u) _p(z) =~~
q (z)

~~
* z -\- AJ

d
4&amp;gt;! (ti) _ pt (g) _

=--
o o

mais on ne peut e&quot;tablir dvidemment aucun lien precis entre ces deux

fonctions parfaitement determinees et une integrate telle que

/dy(u)
J I

o

puisque cette fonction est susceptible de varier.

La seule chose qu on peut affirmer c est que, pour z= x, on aura

toujours

q (x) J x-\-u ql (x)

Les fonctions &amp;lt;l&amp;gt; (u) et ^ (M) figurent d ailleurs aussi parmi les deter

minations possibles de y (u).

On ne peut pas avoir, pour une valeur particuliere x= xn ,

sans qu on ait identiquement dans tout le plan

p(z)_ r
00
CZ^(M)_ r* d &amp;lt;P (M)

et les fonctions y (M) , *(M) peuvent etre consid^r^es comme identiques

puisqu elles caract^risent la meme distribution de masse.

En effet nous avons vu que

r dyj^ ?iw =_ r &amp;lt;M
M) iQ2n( M)f

J o+w Q2nW J * + w[ Q2n (a; ) J
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Or, si le second memhre tend vers zero pour n = oo
,
comme nous

le supposons ici
,
cela aura lieu a plus forte raison lorsqu on remplace

X par un nombre plus grand. Par consequent, on aura

p(z) __
~~]q(z)~~ z -f u

o

des que z est re&quot;el
, positif , plus grand que XQ

.

Mais alors cette
coalite&quot; aura lieu dans tout le plan.

On verra de meme que Tegalitd

ql

entralne 1 identite&quot;

Pi (X ) __ /

10

Tant que la distribution de masse, caracte&quot;risee par y;(w) n est pas

identique & une de celles
repre&quot;sente~es par * (u) et ^(w), on aura

p(x] r* dy(u) Pl (x)

q(x) J ~x -f u
^

q1 (x)

e&quot;tant exclue.

54. Dans le second cas, la fraction continue est convergente et Ton
aura, pour z = x,

rx d y (M) _ P n (x) _ r 00 d* (u)

J X+ U~ m
Q n (X)~J ~X~+U

o o

car, dans ce cas, F(x) = F
l (x). II s ensuit que Ton a

car cette egalite ne peut avoir lieu pour z = x sans avoir lieu dans
tout le plan. Les fonctions

y&amp;gt; (u) et &amp;lt;f&amp;gt; (M) seront identiques ou elles re-

presenteront au moins la meme distribution de masse.

On voit aussi que le probleme des moments est determine dans le

cas actuel, et qu il n admet pas d autre solution que celle caracterisee
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par la fonction $ (u) ou
y&amp;gt; (u). En effet, si le probleme avait une autre

solution caracterisee par v&amp;gt;i(

w
)&amp;gt;

I integrale

d yt (u)

donnerait toujours la meme fraction continue, et il s ensuivrait

rx d Vi (u) r

J T+u&quot;~~J

\(u) f dy (u) / d * (u)

z -f- u J z4- u
o o o

II est a remarquer que ce second cas peut arriver
,
meme lorsque le

deVeloppement
CQ C

l I
C2

Z #
&quot;

^
~

est toujours divergent. En effet
,
la serie est dans ce cas lorsque

croit au dela de toute limite. Nous savons que , pour cela
,

il faut et il

suffit que les nombres

(n= 1,2, 3, ...)

ne soient pas limites supeYieurement. Or, il est clair que cela n em-

peche nullement la s^rie

i + 2 + % +
d etre divergente. On pourrait , par exemple , prendre arbitrairement

tous les a,, exceptes ceux d une certaine suite infinie

Clp, Q&amp;gt;q&amp;gt;
Qr&amp;gt; #s,

et determiner ensuite ceux-ci de fagon que les nombres

1 1 1

croissent au dela de toute limite.

55. Pour donner un exemple de la theorie que nous venons d ex-

poser, considerons 1 integrale

/ z-\-u
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oil l^A^l. Puisque

d v ( )
= [ I + * sin (P tt)] e-**du,

nous avons affaire ici a une distribution de masse densite finie. Cette

distribution varie d ailleurs avec le parametre L Mais
,
si Ton calcule

les moments, on trouve

Ck= C M* e~ ** du (ft
= 0, 1, 2, 8, ) J

o

ils ne dependent pas du parametre A; en effet, on verifie sans peine

que les integrates

ru* sin (l^w) e~**du= 4: /***+ sin ue~ u du (&= 0, 1, 2, 3, . . .)

o o

sont toutes nulles. Le probleme des moments a done manifestement

une infinite&quot; de solutions; nous sommes dans le cas indetermine, et il

est certain que des valeurs des a seront telles que la serie

1

est convergente. La fraction continue donnera deux limites

q(z) r+ ffl ()
i o

et les distributions de masse
(/*&amp;lt;, A,), (v,, 0$ constitueront encore deux

solutions particulieres du probleme des moments. Mais on ne peut
tablir aucun lien precis entre la valeur de 1 integrale et les limites

fournies par la fraction continue. Toutefois
, lorsque z= x est re*el po-

sitif
,
on pourra toujours obtenir des limites supeVieures et inferieures

de Pint6grale en calculant les reduites. Mais, puisque les c* et les a* ne

dependent point de A, on voit qu on ne tient aucun compte de la partie

r

Puisque A peut varier de 1 a -j- 1
,
on en conclut necessairement
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La fraction continue ne peut donner qu une approximation limitee
,

comme c est le cas aussi du developpement en serie. En calculant Oj ,

a2 , . . . ,
on voit que ces nombres suivent une loi tres compliquee ,

en

sorte qu on ne peut pas verifier directement la convergence de la seVie

56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette ve&amp;gt;ifi-

cation peut se faire.

Soit f(u) une fonction impaire et peViodique de u
t

alors rinte*graie

/ U k U

ou k est un entier quelconque, positif nul ou n^gatif, est toujours
nulle.

Pour le voir
,

il suffit de remarquer que

^-(-00

[

et de faire la substitution

A+l
V=

1 + log U.

Ainsi
,
dans le cas f(n) = sin (2 TIM),

/
u k u~ J g M sin (2 n log u) du= Q.

o

Je considere maintenant 1 int^grale

1 r-l+irin(g,logn)
VnJ z + u

o

ou

i gag 4-1.
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On voit que les choses se passent comme dans 1 exemple precedent;

la valeur de

j_ r
~VnJ

+

Vn
o

est independante du parametre A.

La fraction continue doit done etre oscillante; cela se verifie ici

directetnent
, puisqu on a

_?\ / _!L=i\ _ M

e 2
j...\l e 2

)e
2

,

e

A cause de e
&amp;gt;

1
,
la convergence des series

est manifeste. Pour abreger, je supprime le calcul qui donne les valeurs

des an (et qui reste valable sans qu on ait besoin de supposer que e ait

la valeur particuliere 2,71828 . .

.).

Dans le cas actuel
,
la difference

pl (x) p (x)

doit surpasser n6cessairement

2

nJV
o

^y
-

57. Comme exemple du cas d6termin6, je rappellerai d abord la

fraction continue etudiee par Laguerre, dont nous avons parle dans

1 Introduction. Puisque, dans ce cas,

1

2n 1=1, a2n=

la fraction continue est convergente et repre&quot;sente dans tout le plan ,

excepte&quot;
sur la coupure, I int^grale

r e~ u du
z -\-u
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La masse s e&quot;tend ici a 1 infini, et
,
en effet

,
les nombres & =

... . dnCln + l

ne sont pas hmits supeneurement.
Dans le cas ou la masse ne s etend pas a 1 infini, la fraction continue

est naturellement toujours convergente ,
car le de&quot;veloppement en seYie

est alors meme convergent pour des valeurs suffisamment grandes de z.

Comme exemple de ce cas, considerons une fraction continue
pe&quot;rio-

dique telle que
&2n P, &2n-l = #-

On connalt
,
dans ce cas

,
immediatement la fonction F (z)

et

Tune des deux series
X

/_
1

sera toujours divergente. Mais la fonction F (z) doit pouvoir se mettre

sous la forme

o

et 1 on a vu
,
dans le n 39, comment on peut mettre F(z) sous cette

forme, si 1 expression explicite de F(^) est connue.

Ce calcul conduit ici aux re&quot;sultats suivants. Deux cas sont a distin-

guer selon que p^.q.

Premier cas : p &amp;gt; q.

Posons

on aura

a) (/?-)

Ainsi il y a, a 1 origine, une concentration de masse e*gale a Vafi=p q,

puis une distribution continue de masse dans 1 intervalle (a, ft).
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Second cas: p &amp;lt; q.

On trouve simplement

, _
1
~

2x U + M
a

la masse concentree a I origine du premier cas a disparu. Dans le cas

particulier: p= q, on a a 0, et Ton peut appliquer Tune ou 1 autre

des formules trouve*es. II n y a pas de masse concentric a I origine ,

mais la densite* y devient infinie.

Dans le premier cas
,
la serie

est convergente ,
et sa somme est 1 : (p q).

58. Nous allons montrer que , toujours dans le cas determine
,
la

masse concentric a I origine est

00

1 : 7^a2A+i;
o

elle est nulle lorsque la serie est divergente.

Dans le cas inde&quot;termine*
,

est le maximum de la masse qui peut etre concentree a I origine ;
elle

s y trouve
,
en effet

,
dans la distribution

(&quot;, i),

puisque
00

= 0, v = 1 : 7 q 2 A+i;

o

mais
,
dans toute autre distribution

,
la masse concentric a I origine

est moindre.

Je rappelle la limitation

r vw
&amp;lt; F (x]

J 34^&quot;-
l(
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nous savons (n 15) que

lira x F
l (x) = 1 :

x =

Nous allons montrer que

,.
..

hm /
-= lim y (s) = p.

x = 0j X -\- U e= Q

en
de&quot;signant par /z la masse concentree a 1 origine.

En effet
,

r 00 x d y (u) __ rx*xdy(u) r^*xdy(u) r

J x + u ~J x + u J x + u J_
x1 l/x

et il est Evident que

xdy (u)

r

J x+u

r^x

f
x d

l/x

la premiere inte&quot;grale
tend vers /*, les deux autres vers zeYo. Dans le

cas determine
,
on a

o

il vient done

o

Dans le cas indetermine
,
on peut conclure seulement

00

A4 ^ 1 /_g2fc + i&amp;gt;

et cela pour toutes les distributions equivalentes qui donnent les memes

moments et la meme fraction continue.
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Nous savons d ailleurs quo, pour la distribution caracterisee par

$! (w), on a

II = vn

Je dis maintenant que, pour toute autre solution du probleme des mo

ments, on a

En effet, admettons que, pour ^ (u) et ^(w), on ait

Si
,
dans chacune de ces deux distributions (supposes diff^rentes) ,

on enleve la masse ^ concentric a 1 origine ,
il restera deux systemes

de masses donnant encore les memes moments, c est-a-dire
e&quot;quiva-

lentes. II existe alors une troisieme distribution de masse, e&quot;quivalente

a ces deux-la et qui a, a 1 origine, une masse finie
/

w /

. Cette distribution

est caracterise&quot;e par une fonction $((w) analogue a $
1 (u). En retablis-

sant maintenant la masse /*, on aurait une solution du probleme des

moments primitifs ,
avec une masse /u -\- /u a 1 origine qui serait

supe&quot;-

rieure a

Cela est impossible, d ou la proposition 6noncee.

59. Dans le cas ou la serie

est divergente , nous avons vu que la fraction continue est convergente

et que la limite des r6duites est
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II est clair maintenant que la fonction *(w) qui figure ici n est assujettie

dans un intervalle quelconque (a, 6), a aucune autre condition restric

tive que celle d etre croissante. II s ensuit qu en general la coupure est

bien une ligne singuliere a travers laquelle il est impossible de conti-

nuer analytiquement la fonction F (z). En effet
, pour que cette conti

nuation analytique soit possible a travers 1 intervalle
( a, 6) de la

coupure ,
il faut que la fonction $ (u) soit une fonction analytique de u

dans 1 intervalle (a, 6). Or c est la une condition tres restrictive qui ne

sera point satisfaite en general.

Mais, si Ton veut donner des exemples particuliers, on ne peut

guere commencer par se donner les a/c, ou cela n est possible que dans

des cas tres restreints. II faudra bien se re*signer a prendre pour * (u)

quelque fonction analytique, ainsi s explique qu en r^alite&quot; nous n avons

pu donner aucun exemple du cas general dans lequel la coupure est

une ligne singuliere. Dans tous nos exemples, la coupure est seulement

une coupure artificielle.

60. La fonction ^ (u) etant donnee, ou la distribution de masse

qu elle represente ,
comment peut-on savoir si la fraction continue pour

dw (u}

z-\-u
o

est convergente ou divergente? C est la un probleme qui pre*sente

quelques analogies avec celui qui consiste a decider de la convergence
ou de la divergence d une srie donne. On n en peut guere donner une

solution geneVale; tout ce qu on peut faire, c est donner quelques regies

qui permettent de repondre a cette question dans un certain nombre
de cas particuliers. Lorsque a fraction continue est convergente, le

probleme des moments n admet qu une seule solution; nous dirons

aussi
,
dans ce cas, que la distribution de masse represented par y&amp;gt;(w)

est dtermine&quot;e. On ne peut guere faire varier cette distribution
,
sans

introduire des masses negatives, si Ton veut conserver les moments.

Or les masses negatives seront toujours exclues. La distribution de

masse est inde&quot;terminee
,
au contraire, lorsque la fraction continue n est

pas convergente ,
mais oscillante.

II 88
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Voici d abord quelques remarques qui sont a pen pres eVidentes.

Si
,
a une distribution de masse indeterminee

,
on ajoute de nouvelles

masses
,
on restera toujours dans le cas indetermine . Si

,
a une distri

bution determinee on enleve une partie de la masse (toujours sans in-

troduire des masses negatives) ,
on restera dans le cas determine .

Des qu on trouve deux distributions equivalentes qui ne sont pas

identiques, on est certainement dans le cas indetermine .

Qu on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (11)

des nos
11, 12, par lesquelles les sommes

s expriment au moyen des c&.

On trouve facilement que,

7 J^, Cf,fcXt X&= X2 ,
. . .

,
X M )

etant une forme quadratique definie et positive, le minimum de

err / i v V
&quot;V \& \

1
, -A.J ,

_A.2 &amp;gt; &amp;gt; -^nj

s exprime par

Opt o
0,

^
0, 1 ... v

0, j

Co P1

1,0 vl,l vl,j
ll

Cpi
.., n, 1

v&amp;gt;&quot;n,
n

Des lors
,
on reconnait que le minimum de

/ ( 1 -|- X x
M

-j&quot; H~ Xn w w
)

2 d v (M)

o

est egal a

1 : (% + 3 H

et le maximum de

u)

est 6gal a
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On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a

et
,
dans le second

,

1 + Xj W -f . . . + X n M&quot; = Q-2n ( W).

Pour abr^ger, nous crivons le premier rsultat ainsi

\d V (W)| n= 1 (#1 H- a
;5 4&quot; 4&quot; #2n+ l)-

Remarquons que 1 integrale, dont
\d\t&amp;gt;(u)\ n est le minimum, a pour

M^O, un 616ment egal a la masse p concentree a 1 origine; on a done

H &amp;lt; |
d y (M) ( ,

en sorte qu on retrouve, de cette facon
,
la limitation

z&amp;gt;

*ii:

Lorsque n augmente, |di/;(M)| H ne peut que diminuer; pour w = oo

cette expression tend vers une limite positive ou nulle que nous re-

pr^senterons par

61. Considdrons d abord le cas ou il n y a point de masse concentric

a 1 origine. Nous savons que ,
dans le cas determine

,
la masse con

centric a 1 origine est 6gale a

done

WVMfc
Mais

,
dans le cas indetermine

,
la serie

oo

f

est convergente et par consequent
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Ainsi
,
s il n y a point de concentration de masse a 1 origine, la frac

tion continue sera convergente ou oscillante selon que

IM)L
est nul ou positif.

Si la distribution 3) represented par y (u) a
,
a 1 origine ,

une masse /*,

enlevons cette masse et soit 3V la distribution ainsi modifiee. Suppo-

sons que, d une maniere ou d autre (par exemple, a 1 aide de la pro

position pre&quot;ce&quot;dente) ,
on sache si la distribution 3) est determinee ou

indeterminee
, qu est ce qu on en peut conclure pour 3)?

Si la distribution 3) est indeterminee, 3) est aussi indeterminee. Si,

au contraire, 3) est determinee, je dis que 3) est aussi determinee, en

general ;
il faut faire exception seulement pour un cas singulier que

nous indiquerons. En effet
,
voici comment on peut conclure dans le

cas ou 3) serait indeterminee, 3) determinee. Soit 3&amp;gt;x la distribution

e&quot;quivalente a 3)
,
mais qui a, a 1 origine, la plus grande concentration

de masse possible, cette masse extant fa. Elle est donnee par une

fonction $

...
z-\-u~ ql (z)

et vQ= fa. Tant que 3) n est pas identique k 3)
lt
on a

fa &amp;gt; fa

Enlevons a 3&amp;gt;

x
la masse /u (ce qui peut se faire sans introduire une

masse negative) ,
on aura une distribution 3)( e*quivalente a 3) . Done

,

si 3) est determinee
, 3)( et 3) doivent etre identiques, et, par exemple,

aussi 3) et 3)r

On peut done dire, si 3) est determinee, 3) Test aussi en general;

il y a exception seulement lorsque 3) est une distribution du type (v,, 0)

62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exem-

ples particuliers qu on peut trailer,

dy(u)= f(u)du,

f(u) 6tant une fonction positive et gdneValement continue. On a ici

c
x

\f(u) du\n= minimum de / f(u] \\ -\- X l
u
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D abord, clans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum,

ou obtenir la fraction continue. Ainsi
, par exemple, dans le cas

b a

(j/

on trouve

a (a -j- \] . . .(a -\-n 1 )

^ 1 .2.3... (n 1)6=
a

~
a (a~+l)~. 77(i~+ n=\ )

(a + i)(-|- 2). ..(a + n)
l-T-3+- +2n+ l

j g
--

oo

Puisque a
&amp;gt; 0, on voit que la seVie \\ ctzic + i est divergente, done

o

II est clair que, c 6tant une constante positive, on a

D autre part ,
si

A (M) : /-(M)

reste inferieur a un nombre fixe, on aura

des qu on sait que

|JT(M) &amp;lt;*}=&amp;lt;&amp;gt;.

Si
,
an contraire

,
le rapport

A () : /()

est constamment superieur a un nombre positif ,
on aura certainement

}fl

des qu on sait que

63. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous dmontrerons

cette proposition.
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Supposons que.

et que le rapport /i (u) \f(u] a un maximum fini M rt
dans 1 intervalle

(a, oo
) (ce nombre M a pouvant d ailleurs crottre indefiniment lorsque a

tend vers z6ro) ,
alors

, je dis qu on aura aussi

Pour le d6montrer, soil E un nombre positif aussi petit qu on le

voudra. Je determine d abord un nombre positif a par cette condition

(

W

/i(w)dti &amp;gt;

J *
o

Soit ensuite f(u) une fonction qui est nulle dans 1 intervalle (0, a) et

6gale a f(u) pour u
&amp;gt;

a.

On aura

\f(u) du\n = r/&quot;(w) (uf du=T f(u) (ufdu,

a

2 (M) 6tant un certain polynome du degr6 n en u et qui se reduit a

I unit6 pour w = 0.

D autre part, si Ton a

\f(u)du\ n=r f(u) 2(u)
2
du,

on aura

(tt)
2 dw=

/ f(u) Z(ufdu&amp;lt; ]f(u}du\n-
j J
o

Done, puisque nous supposons

on aura auss

J observe ensuite que
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Or, le polynome 2 (u) est determine a un facteur pres par les con

ditions

/ f(u) (u)u
h du= (k = l, 2, . . ., w),

ou

II s ensuit que toutes les racines de

fi(ti)
=

sont positives, plus grandes que a. Et puisque 2(0)= 1
,
on voit que,

dans 1 intervalle (0, a), on a

&amp;lt;
2 (u) ^ 1

,

et
, par consequent ,

/ Vi (M) (w)
2

du&amp;lt;
I
Vi (w) dw &amp;lt; i e.

o &quot;o

Ensuite

Vi (M) (M)
2 dM

&amp;lt;
M a

^&quot;/&quot;(W)

2 (U)
a rfM = M a \f

a a

done

Or, il existe un nombre v tel que, pour n
&amp;gt; v, on a

M a l/
r

(M)dM| w &amp;lt; Je,

et il est clair d apres cela qu on a

i/1 (M)dM} oo
=0. C. Q.F. D.

Dans le cas

la fraction continue (voir plus loin n 86) s obtient avec des valeurs

simples des a^



520 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

par consequent

I
* du J

\
e 2n\/u _ e 2nl/ul

et aussi
, c etant une constante positive

/^&quot;_ \ =0
l.&quot;^--^L

Cela e*tant, posons

ou
fl&amp;gt;0,6&amp;gt;0,A^J, tandis que nous supposons c

&amp;lt;
6. Ensuite (w)

sera une fonction positive de w, qui dans tout intervalle (a, oo) reste

inferieur a un nombre fixe. On a

A (M) : f (M) = M - 1 S (M) e~ &M;- + c ^&quot;

(I e- 2c
i/),

et 1 on voit que ce rapport tend vers ze*ro pour u = oo .

Nous pouvons appliquer la proposition demontree et conclure

Ainsi
rinte&quot;grale

rx u a ~ l e- bu)
&(n}

I .

- du
J z 4-u
a

donne une fraction continue convergente ,
tant que A ^ . Supposons

& (u) = 1
,
la fraction continue sera oscillante pour A

&amp;lt; \ ; pour abr6ger,

je supprime la demonstration.

64. Appliquons ce re&quot;sultat a la sdrie de Stirling.

On sait qu en posant

on a

log r (z) = (z 1) log z z + ~ log (2 n) -I- J () ,

\ a / 4

ou

zu~ ^ du .

log
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C est la une int6grale telle que nous 1 avons etudiee; on a seulement

remplac6 z par z2 et multiplie par z. Le developpement en s6rie prend

ainsi la forme

BT3 R
1 9 i 3

(A) TT2T~z

~~
sTTTgS T 5~.6.z5

&quot;

et la fraction continue devient

1

(B)

2 n f I

On a ici

1

,
2 7T l/U

(M) tend ici vers I unit6 pour u = oo et satisfait ainsi a la condition

imposde a cette fonction dans notre dnonce. II suffit done de trans

former la s6rie de Stirling (A) dans la fraction continue (B), pour avoir

une expression convergente qui repre&quot;sente
J (z) tant que la partie reelle

de z est positive.

La fraction continue change de signe avec z comme I integrale de

Binet; dont elle est une transformation identique; mais
, lorsqu on

change ainsi le signe de z, ces expressions donnent J(z), mais pas

J( ); 1 axe imaginaire est une coupure, aussi bien pour Tint^grale

que pour la fraction continue.

Le calcul des a k est tres penible ;
on trouve

_ 5 _ 84 _ 2809 _ 1003860
aj- 12, 2

-=2&quot;
&quot;3 53

4 2340 ^121894?

la loi de ces nombres paralt extremement compliqude.

65. Nous terminons ici cette etude de I int^grale

2-{- w
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par l^nonce des propositions suivantes, dont la demonstration se cleduit

aisement des formules que nous donnerons plus loin (n
08

76, 77, 78).

I. Si I int6grale

f

J
o

donne une fraction continue convergente, on aura de meme une frac

tion continue convergente pour

t*. . f
x d y (u)

z J z-\-u

ju,
e&quot;tant une constante positive, excepte&quot;

dans un cas singulier. Ce cas

singulier se
pre&quot;sente lorsque la distribution de masse caracte&amp;gt;isee par

y (w) est identique a celle donn^e par une fonction ^ (M)

(v,-, Ot)

a laquelle on aurait enleve&quot; la masse v concentric a 1 origine.

II. Si 1 int^grale
/ d y (u)

z-\-u
o

donne une fraction continue convergente ,
1 int^grale

r 00 udy (M)

J -7+ir

donnera aussi une fraction continue convergente , excepte dans un cas

singulier.

Le cas singulier exceptionnel est le meme que pour la proposition (1)

III. Si I integrale
- 00 d

y&amp;gt;(M)

donne une fraction continue convergente, 1 integrale

r

J

d
y&amp;gt; (u A)

ou X est une constante positive ,
donnera aussi une fraction continue

convergente , excepte&quot;
dans un cas singulier.
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Ce cas singulier a lieu lorsque la distribution de masse caract6rise&quot;e

par y (u) est celle ci

(Piili ij (1 = 1,2,3, ...),

c est-a-dire si cette distribution s obtient en rapprochant de la quantite

An de 1 ori^ine ,
les masses d une distribution (/*,-, Aj) provenant d une

fonction 4&amp;gt; (u)

Z
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CHAPITRE IX.

ETUDE DES TROIS CAS PARTICULARS. SUR LE PROBLEMS DES MOMENTS

DANS LE CAS INDETERM1NE~.

66. Le re&quot;sultat auquel nous sommes arrive dans le n 47 est parfai-

tement
gne&amp;gt;al

et embrasse tous les cas possibles. Cependant ,
il peut

arriver que la fonction * (u) prenne une forme particuliere : c est ce

qui arrive
de&quot;ja

dans le cas ou la fraction continue est oscillante. Nous
aliens 6tudier ici quelques nouveaux cas de ce genre.

Supposons z = x rel positif; dans quels cas P2n (x) et Q 2 n(x) tendent-

ils vers une limite finie pour n== oo ? Puisque

Q 2M (X)
= $ -f ^ X + . . . + $ M X n

,

il faut certainement que IBj reste fini : la s^rie

doit etre convergente. Mais cette condition ne&quot;cessaire est aussi suffi-

sante, car, puisque les racines de Q 2w (^)
= sont reelles et negatives,

on a

i x n

La serie a e&quot;tant convergente, il s ensuit que la serie

est aussi convergente. Quant a la s6rie

elle peut etre aussi bien convergente que divergente
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Mais, dans le premier cas, on retombe sur le cas deja examine, oto

aussi

restent finis Nous aurons un cas nouveau en supposant
1 La serie

est divergente ;

2 La se&quot;rie

1

est convergente.

Par des raisonnements absolument analogues a ceux developp6s dans

le Chapitre IV, on arrivera aux conclusions suivantes.

Dans tout le plan on a

limPaw (*)= (*),

$
(z) et Q, (z) e&quot;tant des fonctions holomorphes. Ces fonctions sont du

genre ze&quot;ro et n ont que des ze&quot;ros simples , qui sont reels ndgatifs. On
a par exemple

ou a k est limite de la &itole racine de

Q 2n (-,)

pour n= oo .

La fraction continue converge vers

S (*)

et la distribution (y kt a k )
est la solution du probleme des moments qui

est determine&quot; et n en admet point d autres. Puisque

Q 2 n + 1 (Z } _ aigQ
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et que Q 2 n(z) tend vers &(z) tandis que la se&amp;gt;ie

00

/^ ttzk 1

1

est divergente ,
on voit facilement que

lim

de meme

lira

Ainsi se ve&amp;gt;ine done la convergence de la fraction continue , puis-

qu on a aussi

,
?ij.iW-*M.

67. Voyons maintenant dans quel cas Pzn + i(x) et Q2n + i(^) tendent

vers des limites finies. Puisque

P2n + 1 (X )
= $ + 3), x + . . . -f 3&amp;gt; w x&quot;,

S&amp;gt;!

= (a2 4- a4 H~ 4-

i

il faut certainement que la s6rie

a cr 2

i

soit convergente. Mais cette condition est aussi suffisante.

La convergence de o entralne celle cle

quant a la s^rie

elle pent etre convergente ou divergente; mais
,
dans le premier cas

on retombe sur un cas deja etudie&quot;.
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En supposant au contraire :

1 La s6rie

est divergente ;

2 La se&quot;rie

^ (flf3 -f 4 +
1

est convergente.

On a un cas particulier nouveau
, qui conduit aux r^sultats suivants

Dans tout le plan on a

lira P2M+ i (z)=Sl (z) t

$! (0) et &amp;lt;2.

t (s) etant holomorphes dans tout le plan.

Ces fonctions sont du genre zero et n ont que des zeYos simples qui

sont r6els n6gatifs. On a par exemple

ou
/?fc

est la limite de la k ii&amp;gt;me&amp;gt; racine de

pour n =. oo .

La fraction continue tend vers

&quot;

1

et la distribution ((5/c, p k) (ft
= 0) est la solution du probleme des mo

ments.

On a ensuite

&quot;

ce qui met en Evidence la convergence de la fraction continue.
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68. Je reprends les fonnules du 11 2, mais pour ordonner maintenant

les polynomes PM , Q w suivant des puissances descendantes de la variable

+P z-~ + ) Xol
o2 ...a 2 ,

-f y Z~ Z
-\- . . .) X a2 3 . .

on aura, en introduisant les bk,

a = &2 + &8 4*

. ..-f 6 2 n

Posons aussi / 2 = 1
, puis

U 2n =l +a
V, n= 1 +

on aura

_ , ,

&quot;

Q2(*

et il est clair que les U M : VM sont les r^duites de la fraction continue

1

1 +
1 +

VM + i
= Vw -f- 6 W ^ Vw _i.

En supposant done d abord t positif ,
les UM et VM vont en augmen-

tant. Pour qu ils tendent vers des limites finies
,

il faut e*videmment

que les
quantite&quot;s a, /5, y, 6 restent finies. Cette condition revient

demment a celle-ci : la s6rie
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doit etre convergente. Ensuite on reconnalt facilement que cette con

dition ncessaire est aussi suffisante, et qu elle conduit a cette con

sequence : pour toute valeur r^elle ou imaginaire de t, on a

lim Un = u (t) ,

n= oo

lim V,, = v(t),

u(t] et v(t) e*tant deux fonctions holomorphes.

On a done

1 &quot;(I)
lim g^ = lim

La fraction continue est done convergente ,
et en effet il est clair

que la seVie

00

V a

i

doit etre divergente, puisque nous supposons que la serie

00

L -
*** akttk

est convergente.

dkClk+l

69. Posons n = 2m ou n= 2m -\- 1 selon que w est pair ou impair,

on aura

VM = (1 + x
l t) (1 + a;, . . . (I + xm 0,

oil nous supposerons

a?j &amp;gt; ax, &amp;gt;%&amp;gt;...&amp;gt; rcw ;

ce sont la les racines de

Q2n( )
= ou de

rang^es par ordre decroissant. Lorsque w crolt, une racine #* de rang
determine* k crolt aussi, et elle tend pour k= &amp;lt;x&amp;gt; vers une limite de*-

terminde. Et
,
en effet

,
elle ne saurait crottre indefiniment puisque la

somme de toutes les racines reste time.

II 84
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Si nous posons

on aura

et deux r k ne peuvent pas etre egaux (voir le raisonnement du n 20).

La se&amp;gt;ie

est convergente et Ton a

Conside&quot;rons la decomposition en fractions simples

Y^
= c M -j- i\ xt H~

i JL X t
~f~ 4&quot;

i
i

Xt

ou C n= lorsque n est pair, Com+i&amp;gt;0

n

U n -I V~

v;~ ~^i -
i

Pour w = oo
,
la constante positive 9Tt& tend vers une limite SK et

Ton de&quot;montre ais^ment, en passant a la limite pour n = oo,

9 (t)

ou encore

__ i
&quot;

&quot;

1 1

en sorte qu il vient finalement

j

lim^
n

/ v :r:::
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On voit done qu il y a une masse
e&quot;gale

a

concentric a 1 origine; on a done necessairement

Cette masse sera nulle ou positive selon que la se&amp;gt;ie

est divergente ou convergente. II est a remarquer que ce second cas

est en effet possible; il exige seulement que les 02 k croissent rapide-

ment afin que la se&amp;gt;ie

Ctkttk + l

puisse etre convergente.
o .

Ensuite il y a les masses concentre&quot;es aux points r&, qui pour k=
a

\

se rapprochent indefiniment de 1 origine ,
la se&quot;rie

r*
f

i

6tant convergente. On voit done que la fonction

a une infinite&quot; de poles dans le voisinage de 2 = 0, et ce point 2 =
peut etre un p6le ou non selon les cas.

70. L une des premieres fractions continues que Ton ait considered

en Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d 6tudier. C est
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la fraction continue de Lambert

~2

5 + ^r-r^

3 e~ 3 v^ 8z

i

Pour la ramener a notre type ,
nous ecrirons

i i

1 e
K * e K *

,

s^= 8 : (2 A l)
2
7r
2

.

On a ici

a k = 2k 1,
00

et la se&quot;rie 7 est bien convergente ;
en meme temps la serie

** dkdk+i
i

X

7^,
2A-1

1

est divergente, il n y a point de masse concentric a 1 origine. Ensuite

on a

Des formules que nous donnerons plus loin (n 76) permettent de

re&quot;duire en fraction continue
i i

~~z V~z 1 -

in e&quot;tant une constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas ou

1 origine est un p6le ;
il s y trouve concentree la masse /*.
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71. Nous aliens revenir maintenant au cas ou la seVie

est convergente, pour faire une e&quot;tude plus complete du probleme des

moments qui est indetermine .

Soit t un parametre positif ; je considere la fraction continue

UB s T~ . J

qui est videmment egale a

En d^veloppant suivant les puissances descendantes de 0, on a evi-

demment

i

I&quot;

^tant le premier coefficient qui depend de t. Posons

Mn(z) = Q2n(

les racines de

seront r^elles, ingales et negatives; en effet, cJC n () est simplement
ce que devient Q 2 n+2(^) pour a2n+ 2= t. Comparons maintenant les

racines de

& n (z) = acellesde

On a

a& n + \(z) = [a1 z, a2 ,
. . .

, a,2n + \

Or, il est facile de voir que si Ton pose

le second membre se reduit a oJ{ n (3). Les racines de
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sont au nombre de n -J- 2; si maintenant on fait de&quot;croitre ao w +2, 2+s
de leurs valeurs actuelles jusqu a ze&quot;ro, ces racines ne peuvent que
d6croitre

,
d apres la proposition du n 6. Une de ces racines deviendra

oo
,
les autres vont coincider avec les racines de

Ce resultat peut s exprimer ainsi : si 1 on range par ordre de grandeur
croissante les racines positives de

une racine de rang determine x k de&quot;croit lorsqu on change n en n -J- 1.

Pour n = oo on a

lim & n (z)= q (z) + t ql (z) ,

Xk tend vers une limite finie k et

En effet
,
on peut rep^ter tous les raisonnements des nos 19 et 21. II est

clair que les # vont en croissant, mais peut-il arriver que k = k + i?

Le raisonnement du n 20 ne peut pas s appliquer ici
;
mais on peut

procder ainsi. Si Ton avait f t= | A + 1 ,
on aurait, pour une meme va-

leur finie et relle de z,

done

L expression

Q2n+l ^) Q2n + l() Q22 n

devrait done s annuler pour n= oo
,
ce qui est manifestement impossible

puisqu elle est egale a
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La transformation que nous venons d indiquer re&quot;sulte de 1 identite

bien connue

Q2n(g) Q 2 n+ lM =
o

On a done bien fc &amp;lt;

Les nombres A sont des fonctions d^croissantes du parametre t; en

effet k est la limite de rc/c qui ,
elle meme est une fonction dcroissante

de t. Nous avons

ou
00

C= / ^

1

Pour ^= 0, |* devient 6gal a A A et Ton a ainsi

*gA*.

Pour t = oo
,
on doit eVidemment avoir

lim^1
=

c

done

fjt

et O k est compris entre A
fc et

En definitive, si Ton considere les quantit^s croissantes

,
A
t ,

a
x ,

A
2 , 2 ,

A
3 , 3 ,

. . .
,

on voit que les
fc sont compris dans les intervalles

on n en trouve aucun dans les intervalles

(Q) ....... (*i,0i),(*2,02),(*8,0

On trouvera facilement
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et la distribution des masses

est encore une solution du probleme des moments
, de&quot;pendante cette

fois du parametre t.

72. La consideration de la fraction continue

conduit a des re&quot;sultats analogues, que nous nous contenteronsd 6noncer

_ . I

z
^

On a ici 5 = et

i^^ng^
Les k sont encore des fonctions de&quot;croissantes de t\ pour ^^0, k

= 6
;

pour t= oo
, |J= A

fc ,
les ^ sont positifs , ^= 1 : c -f- 1 s annule pour t= oo.

La distribution des masses

fo*, *): (A = 0, 1,2, 3,...)

donne encore une solution du probleme des moments; cette fois ci,

les | sont dans les intervalles

On voit done que le probleme des moments a toujours une solution

dans laquelle il y a une concentration de masse finie en un point donn6

arbitrairement. En effet, les resultats pr6c6dents font connaitre toujours
une solution tant que le point donn n est pas a 1 origine. Dans ce

dernier cas, nous avons une infinite de solutions par les systemes
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le premier systeme donne la masse maxima qui peut etre concentree a

1 origine
1 1

73. Nous aliens montrer maintenant qu un systeme tel que

(ik, k)

est celui ou la masse yk concentree au point | fc est un maximum. Ue

meme dans le systeme (tjk , |), la masse v{k
concentree au point ffc

est

un maximum pour k= 1,2,3,.... Nous venons de remarquer que

cela n est plus vrai pour k = 0, le systeme (vk, Ok) donnant alors la

concentration maxima a 1 origine.

Soit a un nombre positif quelconque ; pour chercher une limite
supe&quot;-

rieure de la masse qui peut etre concentr6e dans ce point dans une

solution quelconque du probleme des moments, je vais considerer les

integrates

[1 + X, (it a) + X2 (w
-

a)
2 + . . . + X n (M a)&quot;]

2 dyM ,

o

f&quot; [1 -f X t (1* a) + X 9 (w a)
2 + . . . + X(w - a)

w
]
2 -

J a
o

Ces integrates ne changent point de valeur si Ton remplace la fonc-

tion y (u) , qui caracterise une distribution de masse qui satisfait au

probleme des moments
, par une autre fonction de meme nature. On

peut done supposer que la fonction
y&amp;gt; (u) caracterise la distribution qui,

au point a, admet la plus grande concentration de masse possible

D autre part ,
ces integrates ont pour u = a un element

e&quot;gal
a cette

masse concentric au point a. Les integrates sont done des limites su-

perieures du maximum cherch^. Pour avoir les limites les plus proches

possibles, nous allons calculer le minimum de ces integrates conside*-

rees comme des fonctions de Xj ,
X2 ,

. . .
,
X n ,

et ensuite nous poserons
n= oo .

Posons, dans le cas de la premiere integrate,

2 = 1 + X! (u
-

a) 4- . . . + X(u a) ;



538 RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES.

les conditions du minimum sont

(*= 1,2, ...,)
j
o

ou

On en conclut facilement

(u a) = a Q2n+ 1 ( u) -f ft Q 2n ( u) ,

et, pour determiner les constantes a et ft,

&amp;gt;( a),

Soit
, pour abr6ger ,

A = Q 2w ( a) Q M + i ( a) Q 2n+ i ( a) Q n ( a) ;

on aura

_ Q2n ( M) Q 2 n+ l ( a) Q 2 n+ l (~ M) Q2n (~ CL)

(u a) A
ou

n

1 y-T=
-^- 2

La valeur du minimum est

yQ

f

1

dans le second membre tous les termes s annulent
, except^ celui qui

rpond a A; = 0; le minimum se trouve ainsi gal a

1 r
00

1

a^j
dv(u) = ,

o

et, puisque = 1 pour u = a
,

l|*( )
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En faisant croltre n indefiniment, on obtient done, comme une

limite superieure de la masse pouvant etre concentree au point a,

1 expression

1 : [g ( a) q{ ( a) q 1 ( a) q ( a)].

Soit A! ce que devient A lorsqu on remplace c k parc/t + i; le minimum

de la seconde integrate sera

1

a A

Or, par ce changement de c* en

a 2 * + i devient (a^ -\-a2 -+- + 2* + i)
2
ctzk+2,

Q 2k (z) devient . .

fa

comme on le verra plus loin n 77.

On a done

et 1 on voit facilement que

a A! = A
-|
---Q2n+i( a)Q2n+2( a)-

En faisant crottre w indefiniment, on en de&quot;duit cette limite
supe&quot;-

rieure de la masse pouvant etre concentree au point a

l:\q( a) q( ( a) q, ( a) q (a) + ~q ( a) q, (
a)]

.

\_
t* j

Or
, lorsque a est dans Tun des intervalles

le produit q( a)q l ( a) est
ne&quot;gatif;

on adoptera done comme limite

superieure

1 : \_q(a)ri(a) q l (a)q (a)];

mais
,
si a est dans 1 un des intervalles

(Aj , OJ , (A2 , 2) , (A3 , 3) ,
. . .

,

q( a}q l ( a) est positif; la limite supdrieure la moins elevee sera
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74. II est tres facile maintenant de voir que les systemes

et

sontceuxqui possedent les concentrations maxima aux points kt &. En
effet, si a est dans Tun des intervalles

(0,^), (01? ,1
2), (02 ,A3), ...,

on aura a= f* pour une valeur convenable de t. Cette valeur de t

determinera par la condition

elle est positive. La valeur correspondante de
rj k est

se

p ( o) -f fpt ( o)

&amp;lt;Zi (-a)

et un calcul facile montre que cette valeur est precisement egale a

1 :[?(- ) (Zi(- a) -?!(-)&amp;lt;? (-)],

qui est la limite
supe&quot;rieure obtenue plus haut. Si

,
en second lieu, a est

dans un des intervalles

(*1 1 #l) (^2 ^2) &amp;gt; (*S &amp;gt; ^s) t 1

on aura a = Sic en determinant t par la condition

et la valeur correspondante de ??* est

q i (a) atq ( a) + tq~( a)

ce qui est gal a la limite sup6rieure

l:q(~a)q{ (-a)- ft (-a}q (-a}+ q (

75. Considerons une distribution dans laquelle la masse
JLI

concen-

tree au point a est maxima. Supprimons cette masse /*; je dis que le

nouveau systeme qui reste apres cette suppression est un systeme
determin^. Eri effet, s il etait ind^termin^, on pourrait toujours trouver

un systeme equivalent ayant en a une concentration de masse finie.

En retablissant ju, on aurait done en a une concentration de masse

supe&amp;gt;ieure a /*, ce qui est impossible. On voit aussi qu il n y a pas
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deux distributions diff^rentes qui donnent le maximum de masse dans

un point donne.

Nous avons vu que le systeme

in (&amp;lt;y\

correspondant a la limite y-r ,
est celui ou la masse VQ concentric a

#1 \
z

)

1 origine est maxima, On peut caracteriser d une fa^on analogue la

distribution

D (z\

correspondant a la limite -
, &amp;gt;

,
en disant que c est la distribution pour

# \
z

)

laquelle 1 intervalle (0, ^), qui ne contient point de masse, est le plus

grand possible. On peut dire aussi que c est la distribution pour la

quelle le moment d ordre 1

est minimum. Cela se d^duit ais6ment de certaines formules que nous

donnerons plus loin (n
os

77, 78). Si Ton a plusieurs solutions du pro-

bleme des moments, on peut en de&quot;duire une nouvelle en multipliant

ces solutions par des facteurs positifs dont la somme est 1
,
et en les

superposant ensuite. En partant des solutions

fo*i *), (q k, *)

qui dependent du parametre ,
on pourra obtenir ainsi des solutions

dans lesquelles la masse est r^pandue d une maniere continue sur 1 axe.

Nous croyons inutile d crire les formules explicites qui renferment

eVidemment des int^grales.
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CHAPITRE X.

SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE.

76. Supposons qu a une distribution de masse donnant les moments

on ajoute une masse /u concentric a 1 origine. II est clair que c se

changera en c -f /*; les autres moments ne changent pas. Pour voir

ce que devient la fraction continue apres cette modification ,
il suffit

de se reporter aux formules des nos 11 et 12. On voit alors que le deter

minant A n devient A n + /C w _i, les determinants B n ,
C M ne changent

pas. II s ensuit que

Bn B n _i

deviendra

or

done a2n se changera en

[1 + fJL (Oj + % + + 2n-l)]
2 a2 = tt2n-

Ensuite, on voit par un calcul analogue que ao n + i devient

Ces relations
,
on peut les e&quot;crire aussi

1__ = ,

(ai + as -f . . . 4- azk-if ak k= (a t -f a3 -f . . . -f- ao^-i)
2 a 2k .

Sous cette forme
,
elles sont presque evidentes

, puisque

C2 _
(a, + a3 + . . . -f
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Si le probleme des moments est indetermine dans le cas des donne*es

C0i ^l &amp;gt;

C2 1 ^3 &amp;gt;

il se&amp;gt;a eVidemment aussi indetermin6 dans le cas des moments

CQ I f4 &amp;gt;

C\i C
2&amp;gt;

C3i

Mais si Ton est d abord dans le cas determine&quot;, pourra t-il arriver

qu on soit dans le cas indetermine apres avoir
ajoute&quot;

le masse /u a

1 origine ? Nous avons deja annonce&quot; (n 65) que cela ne peut arriver

que dans un cas exceptionnel.

En effet, on suppose la srie

divergente et les series

1 1

convergentes 1 une et 1 autre. La premiere serie est toujours conver-

gente mais
, pour que

soit convergente ,
il faut et il suffit que

00

2^ (l + fl3 + 4-

1

soit convergente. II s ensuit que la serie

i

est convergente aussi
;
done

sera divergente, tandis que
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sera convergente e&quot;videmment. On est done dans lecasparticuliere&quot;tudie~

au n66, et la solution du probleme des moments est donne&quot;e par le

systeme
(y*,a*) (A= l,2,3,...).

Mais, en ajoutant la masse p a 1 origine, on obtient un systeme in-

d6termine*. Mais je dis que la solution formee par les masses /u et (x*, a*)

est la solution qui donne la plus grande concentration a 1 origine et est,

par consequent ,
du type

(v*,0*) (0 = 0.&quot;o
=

A*)-

En effet, il y aurait autrement une solution avec une masse p. -\- // a

Torigine, et, en 6tant la masse /*, on aurait un systeme Equivalent

au systeme (7*, *)&amp;gt;

mais
&amp;lt;l

u i ne serait Pas identique avec ce systeme

determine&quot;
,
ce qui est impossible.

77. Supposons maintenant que Ton remplace c k par c k + i&amp;gt;

De chaque

solution (m,, Xi) du probleme des moments (c ,
clt c&amp;gt;2 ,

. .
.)
on deduira

Evidemment la solution (m t Xi, Xi) pour le cas des moments (clt c2 ,
cs ,

. . .)

Ainsi, si Ton est d abord dans le cas indetermine
,
on restera toujours

dans ce cas ind6termine. Mais nous avons annonce&quot; deja (n 65) que,

lorsqu on est d abord dans le cas determine
,

il pourra arriver
,
dans

un cas exceptionnel , que le second probleme soit indetermine.

Cest ce qu on deduira sans difficult^ des formules que nous allons

donner.

II est clair que, par le changement deepen c k + i, A n deviendraB n ,
B n

deviendra C n .

Done, si ax se change en ak ,
on aura

B2

Ensuite, on voit facilement que ^ n (z) devient
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Voici maintenant les formules pour la transformation inverse. En

re&quot;duisant la se&quot;rie

^ _L i
. -^ A.

z
&quot;

z*&quot; s?&quot;

~

en fraction continue

on aura

fli =
m

78. En dernier lieu tudions 1 effet d une translation sur un systeme

de masses. Cela revient k de&quot;velopper, suivant les puissances descen-

dantes de 0, 1 expression

C C C

En supposant qu on obtienne

on aura

c h =
1

Un calcul facile montre qu en remplacant Ck par ck le determinant

A n ne change point, le determinant B n devient B n Q2n(A), d ou Ton

deduit

Si A
&amp;gt; 0, un systeme indetermine restera toujours indetermine, mais

un systeme determine peut se changer en systeme indetermine dans

un cas singulier ,
comme cela a ete deja enonce au n 65.

II 35
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CHAPITRE XL

EXEMPLES PARTICULARS.

79. Je vais donner maintenant quelques exemples : dans tous les

cas la fraction continue sera convergente.

Pour
abre&quot;ger, je supprime toujours les artifices qu il faut employer

pour obtenir la transformation de I integrale definie en fraction continue.

Soit A un parametre positif , je considere d abord la fraction continue

F(,A)= -

1+
On a ici

Tune des deux series

00 00r\^2fc + l ^^

sera done toujours divergente ,
et pour A = 1 elles le sont toutes les

deux
;

la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu

de distinguer les cas A
&amp;lt;

1
,
A

&amp;gt;
1. Lorsque A

&amp;lt; 1, on a

L integrale

se re&quot;duit ainsi a une serie
;

il y a sur 1 axe une infinite* de points ma-

teriels

-i n n ni
f

iii ^
i ^^ ^/J*
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Pour A
&amp;gt;

1
,
on a

F(f,!)
i

L
inte&quot;grale

de&quot;finie se decompose encore en serie
;

la distribution de

masse est

On voit que , lorsque A differe infiniment peu de 1 unite&quot;
,
les masses

sont infiniment petites et infiniment rapproche&quot;es.
Pour A= 1, on a une

distribution continue de masse
,
car on retrouve alors la fraction con

tinue de Laguerre

vi* n r e
~udu

jM,ll=/ j

J 0-f-M

La distribution de masse doit etre regardee comme variant d une

fa^on continue avec A.

On a encore cette expression analytique

/o
o

d ou Ton deduit en effet
, lorsque A

&amp;lt;
1

,

a* \ 4 M 1

A) An
~

et
, lorsque A

&amp;gt;
1

,

+(ii--l)(l 1)

80. On peut rattacher & 1 exemple pre&quot;ce&quot;dent
la reduction en frac

tion continue de la serie

. w wz w3

consideree par M. Poincar (Les Methodes nouvelles de la M6canique
celeste

,
t. II

, p. 3).
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Si
,
dans le cas A

&amp;lt;
1

,
on pose

w - I . u= i

z

il vient

. .

,

ID

f*

Dans le cas A
&amp;gt;

1
,
on posera

w = 1 : A
, fj,

= - et
(jp (w , /u)

= F (z . A).

On obtient ainsi les fractions continues

w

1 +
1- W: +

i

1 M?

1 W +
1 , 3w,u
1 w-\ ^ j

En supposant &amp;lt;
w

&amp;lt;
1

,
elles sont convergentes pour toute valeur

re&quot;elle ou imaginaire de /u, a l exceptiondesvaleurs^= ;
on s assure

IV

facilement qu il y a encore convergence pour toute autre valeur
ne&quot;ga-

tive de
/JL.

81. On peut ge&quot;neYaliser
1 exemple prdc^dent en introduisant deux

nouveaux parametres. Ainsi soit

on aura

^30 g 2 U

F(, l,o,fc)=/ .- -r^dM=77^/ -du-
t
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pour A
&amp;lt;

1
,

^ a (a + !),..(&amp;lt; + w-1) (L- *)!*!!_
I (z, I, a,b)-2* TTgtsTTnr

&quot;

z -f~(n + a) (1
-

A)
o

pour A
&amp;gt;

1
,

tandis que la fraction continue est

yy) Ct

am

.

, (a

;-.,
ou Ton a pos6

1 A
^ =

1-Z7I^

82. Je vais etudier maintenant
,
au point de vue de leur convergence,

les fractions continues qu on obtient pour les integrales

F^z, k)= Tcn(u, k)e-
su

du,
/

o

Y2 (z, k)= Tdn(M, k}e~
eu dv,

o

rf
Fs (z,k)= sn(w, k)t-

:u du,

o

F4 (, /c)= /sn2
(M, k)e~

0u dv.

o

Kn substituant pour les fonctions elliptiques leurs d^veloppements

suivant les puissances de w, on obtient les developpements suivant les

puissances descendantes de z. Ces developpements sont de la forme

Cn Cl Cn Co .
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dans le cas de F
1 (z, k) et F2 (z, k); de la forme

dans le cas de F3 (z, A;) et F4 (z, /c).
Dans tous les cas les coefficients c,

sont des polynomes en & a coefficients positifs.

Voici maintenant les fractions continues qui sont de la forme

on de la forme

selon les deux formes du deVeloppement suivant les puissances descen-

dantes de z. Dans le cas du second deVeloppement les valeurs des a,,

sont tres compliquees; mais, en se bornant a considerer les r^duites

d ordre pair [voir la forme (l
d
) de FIntroduction] ,

on a une fraction

continue de la forme

avec des valeurs simples des A n ,
a n .

Dans le cas de Yl (z , A) ,
on a

fy&amp;gt;

= l, 6 2n _i = (2w I)
2

,

d ou

2.4,..(2w)
2

3.5...(2w

Dans le cas de F2 (2, A;), on a

& =1, 6 2M _ 1 = (2w-l)2
/i;
2
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d ou

=

2.4...(2n)

_ r2.4...(2n 2)1
2
J_

~|8.5...(2n 1)J A2n
*

Dans le cas de F3 (z , k) ,
on a

A =1, A n = (2n l)(2w)
2
(2n -}- 1) A;

2
, a, = (2w l)

2
(l-j-&

2
)-

Dans le cas de F4 (z , A) ,
on a

La demonstration de ces formules
,
au point de vue purement formel

se trouve dans un Me&quot;moire que j
ai public dans le tome III de ces An-

nales. J ai
ajoute&quot;

ici seulement la reduction en fraction continue de

f4 (,*).

83. Les fractions continues pour F
t (z, k), F2 (z, k) sont convergentes

pour toute valeur positive de k2 . Des lors elles doivent se mettre sous

la forme

I

mais nous aliens voir que cette integrate de*finie se r6duit encore a une

se&amp;gt;ie. Substituons en effet, aux fonctions elliptiques, leurs d^veloppe-

ments en series p^riodiques, on trouve sans peine

+
l

4q n

2K

,
n

K

In
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On reconnalt ainsi que les fractions continues pour F3 (z, k) et F4 (z, k)

sont aussi du type que nous avons etudie*. C est ce que nous avons deja

v6rifie d une autre fagon dans 1 Introduction pour F3 (z,k).

Mais les reduites des fractions continues pour F3 (z, k), F4 (z, k) tendent-

elles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner?

Pour
re&quot;pondre affirmativement, il faudrait savoir qu on est dans le cas

determine&quot; du probleme des moments.

84. Supposons k
&amp;lt;

1 , q &amp;lt;
1

,
1 expression de F

l (z f k) montre qu en

posant

w n= - r
2K _

le systeme des masses

(w, x n ) (n= 0. 1, 2. 3, ...)

est un systeme determine&quot;. Ensuite le systeme

[171 n X n
i Xn)

sera aussi determine; car, pour qu il en fut autrement, il faudrait que
la se&quot;rie

1

soit convergente (voir n&quot;. 77); or, on constate que la serie

i

est deja divergente.

On en conclut que, M etant une constante quelconque, le systeme
des masses

IH n _

- -

2&quot;^
i

i
&amp;lt;&quot;

j Xn ^~^ &quot;

vJ&amp;gt; -lj ^j Oj . .)

est un systeme determine&quot;. Or, si Ton prend

^
&amp;gt; O*, I 1 T~~ &quot;^2nTT (H = It 2, . . .)
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on reconnalt immediatement que le systeme

_(2n + !)+* [(~

sera aussi determine&quot;. Cela prouve que la fraction continue pour F3 (z, k)

est bien dans le cas determine; la limite est bien 6gale a F3 (z, A;).

ConsideVons la fraction continue pour F
2 (a,fc). La se&quot;rie

1

est convergente (il y a une concentration de masse a 1 origine). Si i on

remplace ck par c*+i, on aura (n. 77)

En changeant de nouveau CH en c^ + i, on aura

a2n-l = a2n(ffi 4-3+. +a
done

a 4

2n-l &amp;gt; a2ntt2
2
n-l &amp;gt; 2

Or la se&quot;rie

est manifestement divergente ;
il en est de meme de la seVie

azn i,

ce qui prouve que le systeme des masses

n4 o n .,m =
rff*1 X

&quot;

est un systeme determine. En prenant

1 1+g 2 -

n I-? 2 &quot;

on reconnait que le systeme

est dgalement determin6, c est-a-dire la fraction continue pour F4 (a, /c)

tend bien vers F4 (z t k).
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Nous avons suppose k
&amp;lt;

1
, mais on voit facilement que

ce qui montre que cette restriction est inutile.

85. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F(z,k)

pre&quot;sentent toutes cette particularity que, lorsque k tend vers 1 unite&quot;,

les masses deviennent infiniment petites ,
mais aussi infiniment rap-

proche&quot;es.

Pour fc= l on obtient, comme Hmite, une distribution continue de

masse sur 1 axe. C est le meme phe&quot;nomene que nous avons rencontre&quot;

dejk (n 79).

II ne semble pas sans inte&amp;gt;et d obtenir directement la distribution

correspondant A= l, comme Hmite de celle qui correspond a &= 1 e,

E ^tant infiniment petit. Faisons le calcul pour F
1 (z, k}. Posons

d sera infiniment petit, et Ton aura q= e~* avec une approximation
suffisante. Ensuite

2jt id
kK n

et la masse * (M) comprise dans 1 intervalle (0, M) sera

1. 3. 2n-fl

T a
e-* e~

&quot;

-3&amp;lt;
^ r

si Ton suppose que Tender w est determine par la condition qu on doit

avoir sensiblement

2K
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en sorte que

A la limite
,

e et d tendant vers ze&amp;gt;o
,
on aura

2 r e~*

ji J 1 -\- e~
v

o

du
/i

-( s

w\e
2

i
-jru
2

Remarquons que ,
dans le cas A; = 1

,
les fractions continues pour

F3 (z, k), F4 (^, A:), qui sont de la forme (I
d
), se ramenent facilement a

la forme (I
a
) ,

ou (I) ,
et Ton reconnalt alors qu elles sont encore con-

vergentes dans ce cas.

86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques

cas ou les moments cn s expriment tres simplement par les polynomes
de Bernoulli, d^finis par la relation

f&amp;gt;),
z 1 3f^ 2^

e,_ 1
\
=

&amp;lt;PO
U) 4- &amp;lt;p\

(b z + &amp;lt;?2
W) y72 4- ^3 U)

! 2 3
4-

en sorte que &amp;lt;p
(A) = A . On supposera dans ce qui suit

&amp;lt;
A

&amp;lt;
1.

ConsideVons d abord la serie

_ t _ 8 _ 6 _ 7 ,

2 s4 *6 -s
8

elle donne la fraction continue

9 I

z H~

I 21
I

*

Oil

_ n (n A) (n 1 -f A)
Otn-i-

2(2n 1)

_ n (w -f A) (n + 1 A)
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ou bien

1 2(2n-fl)
= -

, 2 + 1 -
(̂ ^Tr(

-
+T_ jj ;

Comme on le voit, la fraction continue est convergente, et elle repre

sente, tant que la partie reelle de z est positive, I mtdgrale

. r
00 udu

4 sin2 (A ri) \ -y
J z* + u

Y&amp;gt; (z) 6tant la de&amp;gt;ive*e de log r (z).

Une autre expression de cette fraction est celle-ci

,.-* u du.

oh shu=

On trouvera la demonstration de ces formules dans le Quarterly Jour
nal of Mathematics

,
vol. XXIV, p. 370; 1890.

Pour A= J, on retrouvera facilement la fraction continue qui nous a

servi au n. 63.

Consid6rons en second lieu la serie

z z3 z5

elle donne la fraction continue

, 2 i_\ .

3 5 1

I

b
lrt I 4

ou

M&quot;* 4i 4(2n-l)(2n+l)
Les valeurs des a2 M , 2n-i-i sont un peu compliquees, mais on voit
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encore facilement que les series

sont divergentes 1 une et 1 autre.

Tant que la partie reelle de * est positive ,
les reduites tendent vers

2sdu r sin (2 ATI)

2 cos

Cette limite s exprime aussi par

jv&amp;lt;*+i)-

et par Pintegrale

87. On obtient des formules analogues si 1 on considere une nouvelle

suite de polynomes, de&quot;finis par la relation

La serie

Z 21

donne la fraction continue

bo

ou

La fraction continue est convergente , et, puisque

on voit que ( l)
n
#2nU) est un polynome du de^rd n ^ coefficients en-

tiers et positifs en A (I A). Ainsi, ce polynome est constammentpositif

et croissant de A = a A = A.
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La limite de la fraction continue s exprime ainsi

zdu
4 sin (/ *}

(e
^

_|_ c -*&quot;)2_ 4 COS2 (A 71)

ou encore

ch

Nous avons pos ici

ch(w)= COS(iM)

La serie

i A3_vv I AD v/ i

enfin donne la fraction continue

OU

2w-l ,\/2n+
,

La limite de la fraction continue s exprime par

4 COS (ATI) f
~2~j

ou encore par

,

/
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on a

par consequent ( l)
n
^ 2n _ 1 (A) est positif dans 1 intervalle (0, |), negatif

dans 1 intervalle (J, 1).

88. On connalt le r6le que les polynomes de Bernoulli jouent dans la

theorie de la formule sommatoire d Euler et de Maclaurin. Les poly
nomes xn(fy jouent un r6le analogue dans la formule de Boole (Treatise
on differential equations, Chap. IV, p. 13; 1859):

f(x+ h)-f(x)= !
ff&amp;gt; (x + h} 4. f

&amp;gt;

(x}} h

- 2

f;

4

2

&quot;&quot;

3

1}

f-

2 \r (x + *) +r &quot;

(x}-\ v



NOTE.

1. Nous avons vu (n
08 68 70) que, lorsque la serie

^ + ^+4+y
est convergente ,

la fonction F (z) est egale au quotient de deux fonctions entieres

de t = I : 0.

Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels F (z) est

une fonction de t qui est meromorphe dans tout le plan.

Puisque

rd$(u)_- -
l+ut

il est clair que , pour cela
,

il faut et il suffit que la distribution de masse repre-

sentee par $ (M) se reduise a une concentration de masses

(Wi,&amp;lt;) (1=1,2,8,...)

en des points

^ &amp;gt; 2 &amp;gt; f3 &amp;gt; 4 &amp;gt;
. . .

&amp;gt;
lim f w= ,

se rapprochant indefiniment de 1 origine, a laquelle peut s ajouter encore une

masse finie C placee a 1 origine. Les rm sont seulement assujettis a la condition

que la serie

i

doit etre convergente.

Nous avons remarque (n. 48) que , lorsqu un intervalle (a, b) ne contient point

de masse dans la distribution representee par * (w) ,
1 equation

Qtw ( )=0
ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle : le nombre des racines dans

cet intervalle ne peut etre que ou 1 . II s ensuit que, dans le cas actuel, le nombre

des racines plus grandes qu un nombre quelconque positif I reste toujours fini et

ne peut pas surpasser le nombre fini des nombres

si i 2 3 &amp;gt;

qui surpassent I.
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2. Avant d aller plus loin
,
faisons quelques remarques sur la maniere dont se

comportent les racines

de 1 equation

Q 2 n ( Z) ,

et cela dans le cas general. Nous supposons ces racines rangees par ordre de

grandeur decroissante: x^ sera la plus grande racine, et x
lt x&amp;lt;&amp;gt;,

. . . croissent avec w.

II peut arriver que x^ croit au dela de toute limite
,
mais alors x2 , XB ,

. .
., Xk

croissent aussi au dela de toute limite necessairement.

En effet
, supposons d abord

lim #! = oo, lim#2
= A,

X etant un nombre fini. II est clair d abord que la masse M
1 correspondant a la

racine x^ tendra vers zero, car

D autre part, x2t xs ,
... restent toujours inferieurs a A: on aurait done

1

et

1

i

La fonction
4&amp;gt;(t&amp;lt;)

serait done constante dans tout 1 intervalle (A, oo), mais alors

aucune racine de

Q2n( 3) =
ne peut etre plus grande que L Cette contradiction montre qu il n est pas possible

que xl
seule croisse au dela de toute limite. Et, de la meme facon, on verra qu il

est impossible qu un nombre fini de racines croisse au dela de toute limite, en

sorte qu on aurait

lim
x-i lim x2

= . . . = lim x k = oo.

Nous pouvons done dire que le nombre des racines qui croissent au dela de toute

limite ne peut etre que ou oc.

Supposons maintenant

lim x
l
= X

,

X etant un nombre fini. II peut arriver que x^ soit la seule racine qui tende vers
Jl,

en sorte que

lim Xc, = X
&amp;lt;

L

II 36
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Mais nous aliens montrer que , lorsque

lim o;2
= A

,

alors necessairement ic3 , #4 , iCB , . . .
,
tendent aussi vers A. Autrement, le nombre

des racines qui tendent vers A ne peut etre que 1 ou oc.

Supposons en effet

lim o^= lim a^= . . .= lim a;*= A,

limo^+i = A
&amp;lt;

A.

On peut prendre d abord n assez grand pour que les k plus grandes racines de

Q 2 n( )
=

soient toutes comprises entre A et A. Ensuite on pourra prendre n assez grand

pour que les k plus grandes racines de

soient comprises entre la plus grande racine de

Q 2M ( z) = 0,

et A. Mais il est clair qu alors les k plus grandes racines de

Q 2n ( z) = Q

seraient toutes comprises dans 1 intervalle de deux racines consecutives de

Q2 n + 2 n ( %) = 0.

Or nous savons que cela est impossible, a moins qu on n ait k= 1.

Si xv
est la seule racine qui tend vers A

,
on aura

lim #2
= A

&amp;lt;
A

,

et Ton verra de la meme facon que le nombre des racines qui tendent vers A ne

peut 6tre que 1 ou a . Dans le premier cas
,
on aura

lim x3
= A&quot;

&amp;lt;
A

,

et Ton voit encore que le nombre des racines qui tendent vers A&quot; ne peut etre que

1 ou oo
,
et ainsi de suite.

3. Revenons maintenant au cas du n. 1, c est-a-dire supposons que la fonction

$ (u) affecte la forme particuliere que nous avons indiquee. Nous aliens montrer

qu on a alors necessairement

lim &2n-l= lim &2n= 0.
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Soit, en effet, e un nombre positif aussi petit qu on voudra. Parmi les nombres

*1 &amp;gt; 2 3 &amp;gt; I

il y en a seulement un nombre fini Aqui soient plus grands que e. Parmi les ra-

cines de

Q aw (- *) = (),

x\t Xz, .. .,Xk seules peuvent surpasser e, mais a;*+ i est certainement inferieur

a *+ !&amp;lt; Ensuite ces racines xlt X2 , ...,Xk en nombre fini tendent certainement

pour w= oo vers des limites finies. Designons maintenant par x(, x
2 ,

. . -,xn+1
les racines de

on aura

done

&+1

Or, si Ton se rappalle que les racines xk sont separees par les racines xkt il est

clair que

car

A+l A+l

et x r xr+i est positif. D autre part, la somme

k

V ir &amp;gt; ~ \

^^ \Ar Ar)

1

peut etre rendue aussi petite qu on voudra, par exemple inferieure a e, en prenant
n suffisamment grand ;

il vient done

et les quantites 6 M tendent vers zero.

Ainsi, pour que la fonction F(z) soit meVomorphe en t=
,

il faut certaine-
2f

ment que b n tende vers zero.
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4. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et

que ,
toutes les fois qu on a

F (z) est bien meromorphe en z~ l
.

Pour cela, nous allons faire voir d abord que ces conditions entrainent cette

consequence :

Le nombre des racines de

Q2n( )
= 0,

qui surpassent un nombre positif quelconque /, ne croit pas au dela de toute limite,

mais reste invariable des que n surpasse une certaine limite.

Considerons la suite des fonctions

(a) Qo(s )&amp;gt; Q2^)&amp;gt; Q4(*0 Q2nt3), -,

il s agit de faire voir que le nombre des racines d une equation

qui sont comprises entre I et oc
,
finit par etre constant.

Or, ce nombre est egal au nombre des variations percues, en posant, dans la

suite
,

Q (s), Q 2 (), ..., Q 2n (),

d abord z= oo, ensuite z 1. Mais, pour z= oo, on n a que des varia

tions; tout revient done a montrer que, pour z =.
I, la suite (a) n a qu un

nombre fini de permanences ,
c est-a-dire qu on ne rencontre que des variations

des que n surpasse une certaine limite.

Pour cela, revenons a la relation entre trois fonctions consecutives; on peut 1 ecrire

Posons

K
_ Q 2 n-2( I)

il viendra

~i i
*

~~
K

D apres 1 hypothese ,
on a

lim &2n 2 = Hm b* n i == 0;

done, des que n surpasse un certain nombre v, on aura certainement

02n-l

parce que le nombre positif I n est pas nul. Nous supposerons maintenant n
&amp;gt;

v.
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On voit alors que si A M _i ^ 1 certainement / sera positif et compris entre et 1,

c est a-dire qu on aura aussi A M &amp;lt; 1, et, par suite, tous les nombres

seront positifs, plus petits que 1 unite.

Mais supposons la valeur de A n _i quelconque et calculons la suite des quantites

*n li A nt *n + l ^n+ 2^ ....

Nous distinguons divers cas qui epuisent tous les cas possibles.

L un des nombres k k est infini, /m = oc, alors X m + \= &amp;lt; 1, et, par consequent

tous les nombres

sont positifs , plus petits que 1 unite.

Si aucun des nombres A& n est infini, ils seront tous finis, et ils seront:

Ou bien tous
&amp;gt;

1
;
alors il est evident qu ils sont aussi tous positifs.

Ou bien on en trouvera un / m ^ 1
,
et alors nous avons vu que

^ ro -f 1
&amp;gt;

^m+2 )
^ + 3

&amp;gt;

...

sont tous positifs , plus petits que 1 unite

Ainsi, dans tous les cas, les nombres A& sont constamment positifs des que k

surpasse une certaine limite. II est evident, d apres ce qui precede, que nous avons

etabli ainsi la proposition que le nombre des racines de

Q 2 n( Z)=0,

qui surpassent un nombre positif quelconque I, ne croit pas au dela de toute

limite
,
mais reste invariable des que n surpasse une certaine limite.

5. II est facile maintenant d achever la demonstration. La racine x
{
tendra vers

une limite finie
lf

et c est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre

des racines qui tendent vers
x
est 1 ou oo, mais il ne peut etre oc, parce que nous

savons que le nombre des racines qui surpassent un nombre / est fini. Ensuite x.2

tendra vers une limite |2 &amp;lt; ^ ,
et ce sera la seule racine qui tend vers

,,
et ainsi

de suite. Generalement, on a

lira ;c* = k

et

La masse M
a correspondante a x

l
tendra vers une limite m

} ^ en diminuant

toujours, mais il est facile de voir qu on ne peut pas avoir ?w
t
= 0.

En effet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction $ (M) serait constante a

partir de u= 2 &amp;lt;C ^i rnais alors aucune racine ne surpasserait .

2 ,
et la racine qui

tend vers
a
n existerait pas. De meme, la masse M

2 correspondante a x., tendra vers
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une limite W2 qui n est pas nulle. En effet, nous savons que M x -j- M2 diminue

toujours; cette somme tend done vers une limite, et il en est done de meme de M .

I

On ne peut pas avoir w? 2 = 0, car, alors, il est aise de voir que la fonction $ (u)

serait constante dans tout 1 intervalle (f
3&amp;gt; ^), et cet intervalle ne pourrait pas renfer-

mer les deux racines x
i
et x% qui tendent respectivement vers

x
et a ,

et ainsi de suite.

II est clair que y n (u) tend toujours vers une limite finie pour n = cc et cette

limite est des lors = $ (M). Et cette fonction $ (u) affecte bien la forme particu-

liere indiquee plus haut (n ] ), en sorte que F
[ )

est une fonction meromorphe de t.

1

Ainsi, pour que Fl -

J

soit une fonction meromorphe dans tout le plan, il faut et

il suffit qu on ait



LXXXII.

(Article redige d apres un manuscrit inedit.)

Sur la loi de reciprocite de Legendre.

1. Supposons que p et q sont des nombres positifs , impairs et pre

miers entre eux. D apres le lemme de Gauss on sait que

... P i

ou k designe le nombre des restes
, compris entre les limites ^

v 1
et o , qui sont n6gatifs ,

de la serie

1

q, 2q, 3q, ..., ^- q.

D apres cela k indique aussi combien parmi les quantites

JL, ?J, ?i, (P !)g

p p P %P

il y en a dont la partie fractionnaire surpasse ~^--

Or, en introduisant le symbole E(a) pour assigner le plus grand

entier qui ne surpasse pas a ,
on aura

quand la partie fractionnaire de a est supeVieure a
-g.

On en conclut

yq\( In I 2 3
P

v-i&amp;gt;2,3,...,
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En consideVant de la meme maniere

on aura

i

Posons maintenant

(p

alors on a

k =B A

et il s agit de demontrer la congruence

B -[- B A A = ^-! ^i (mod 2)

pour obtenir la loi de reciprocity

p-l g-l

Pour y arriver nous d^montrerons d abord

B + B = (mod 2)

et ensuite

A+ A -tZ^ .i^J.
i 2 2

Pour etablir le premier point on peut demontrer que B est un nombre

pair. C est ce que fait Gauss. Voici la demonstration de M. Kronecker

d apres les lemons de Dirichlet (Dedekind, 2&quot;&quot;

ue
Edition, p. 97). Soit

il est evident que r y sera compris entre ^ ,
car E I- h ~

)
est ^e

u P ^ /

wo
nombre entier qui differe le moins de . Les nombres r v sont tons dif-

P
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ferents et la somme de deux d entre eux ne peut etre nulle Done dans

leur ensemble ces nombres r y sont

1 2 S P~ l
1

,
6

,
O

,
. . .

,

~

quelques uns etant affecte&quot;s du signe -f-&amp;gt;
les autres du signe . Or, on a

y

done

B EEE (y r y)
= (mod 2).

2. Mais on peut se dispenser de de&quot;montrer que B est pair, car on

a B = B . Cette remarque avait e&quot;chappe
aux premiers chercheurs. En

effet E (a) exprime combien il y a de termes positifs dans la serie

a 1, a 2, a 3, a 4, ...

a condition de pousser assez loin cette se*rie. D ou Ton conclut que B in-

dique combien il y a de nombres positifs dans le groupe des 5
-----

o

nombres

_a; Ou 2yq 2x-
P

=1,2,3,...,

En remplagant x par -% x on voit que ces nombres re&quot;sultent

aussi de 1 expression

La sym^trie de cette expression met en Evidence la relation B = B .

Voici comment on peut interpreter ge&quot;om6triquement ce resultat. Sur

Q V
deux axes OX et OY prenons A ==-,,, OB= etcompMtonsle rect

angle OABC. Consid^rons en meme temps le rseau des points x, y

dont les coordonn^es sont

q-\x 1,2,3,...,
2

p-1
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et qui sont a I inteVieur du rectangle. L equation de la diagonale AB
e*tant 2px -\-2qy pq Q, il est clair que B= B est le nombre des

points du reseau qui se trouvent a Tint6rieur du triangle ABC, ce que
nous indiquerons ainsi

B = B = (ABC).

Cette demonstration de 1 egalite B = B est independante de 1 hypo-

these que p et q sont premiers entre eux.

Tragons la seconde diagonale OC, qui rencontre en D la premiere.

On reconnait de la meme facon

A = (OBC), A = (OAC)

d ou re*sulte imm^diatement la relation

A + A = -2
_

et ainsi la loi de reciprocity.

3. Le nombre B 6tant pair on a

(mod 2).

Supposons que parmi les nombres E (

J
il y en ait I qui sont im

pairs, k et I seront de meme parite. Mais il y a plus, car on a k= l,

ainsi :

Si Ton divise les nombres

,,, ...,

par p, on trouvera autant de quotients impairs que de restes qui sur-

P
passent ^

Pour le faire voir
, je remarque d abord que

E (a) -f E (q a) = q 1

par suite les quotients de mq et (p m)q par p sont toujours de meme

parite&quot;,
car leur somme est q 1. II en r^sulte que si je considere les

deux groupes de nombres

() 83, 4g, 6q, ..., (p l)g

0) 2, 83, 5g, ..., (p 2)q
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et si je divise tons ces nombres par p, le groupe (a) donnera autant (k)

de quotients impairs que le groupe (/?). Le groupe

q, 2q, 3q, ...
, (p 1) q

donnera par consequent 2k quotients impairs, et par suite chacun

des groupes

(7) ....... q, 2q, 3 ?, ...,
p ~

q

(d) a P-^-a P + 5
&amp;lt;7 (v -1)0vn

2 2 2

en donnera A.

Done les groupes (y) et (d) ou

02 et 2yg y = l, 2, 3, ...,-

donnent le meme nombre de quotients impairs. Mais il est clair qu en

divisant 2yq par p le quotient sera pair ou impair selon que le reste

i)

obtenu en divisant yq par p sera infe&quot;rieur ou supeVieur a --, d ou la

proposition e&quot;noncee.

4. Posons

(I)= (AOD), (II) = (BOD)

(III)= (B C D) , (IV)= (A C D)

en sorte qu on a

A= (II) + (III), A = (I) + (IV),

k = (IV) -(II), k = (III) -(I).

II existe entre ces nombres la relation interessante

(III)= (IV).

Pour la de&quot;montrer je cherche une expression du nombre (IV) qui

indique combien il y a des points du reseau satisfaisant aux conditions

pq&amp;gt;0,

Pour une valeur donne*e de y on doit avoir

q(p-2y) X ^&amp;lt;UL

~~2p~~
*

P
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1)

Tant que y &amp;lt;

--- on n a qu a faire attention a la premiere limitation,

P
et pour y &amp;gt;

4
c est la seconde limitation qu il faut seulement envisages

f)

Pour y &amp;lt;
. on aura done

valeurs de re, et pour ?/ &amp;gt;

-|-
ce nombre sera

gy\._-/(p
&quot;

On a done

Or
,
dans la premiere somme 2 y parcourt les nombres pairs infe&quot;-

P
neurs a

^ , dans la seconde p 2 y parcourt les nombres impairs in-

D
ferieurs a

2 I
on peut done ecrire simplement

n
2

et Ton trouvera de la meme facon

A cause de

on en conclut

(II) + (IV) = 2) E (^
= A= (II) + (III)

done

(III)= (IV).

II se continue ici de nouveau que B = (III) -j- (IV) est pair.

Ensuite on obtient cette nouvelle expression de k

~ 2*
| ( p

i

2 j

~ E
\p~) \

c.-a-d. en divisant les nombres yq par 2p, il arrive k fois que le reste

obtenu surpasse p, ou bien
,
ce qui est la meme chose, en divisant
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les nombres y q par p il arrive k fois que le quotient E( :

j
obtenu

est impair. On retrouve ainsi la proposition de tout a 1 heure.

5. On obtient une expression de k qui conduit rapidement a la loi

de
re&quot;ciprocite par le raisonnement suivant Pour que la partie fraction-

naire de
*

- - soit supe&quot;rieure
a -~- il faut et il suffit qu on ait

P *

on

Pour une valeur donne&quot;e de x on obtient ainsi

XP
q

valeurs de y, d ou Ton conclut

et Ton s assure facilement qu il faut prendre #= 1,2,3,..., n

En ecrivant dans la seconde somme -&quot; -- x au lieu de x on trouve

done

XP

Mais il est clair que

/ I * P 1 P 1
1 1 r j Xp

est egal a ou a 1 selon que la partie fractionnaire de

est inferieure ou supeVieure a ^ , done

k x~ o k (mod }.

On voit en meme temps que la somme

p

qui se presente ici est le nombre

(AOB)= (II).



LXXXIII.

(Article redige&quot;
d apres un manuscrit

ine&quot;dit.)

Etude sur 1 integrale I xk ~ l
ex dx.

o

DEFINITION, PREMIER DE*VELOPPEMENT.

1. Soit

(1) ,

ou nous supposons

0^a&amp;lt; -foo, 0&amp;lt;A;&amp;lt; 1.

En deVeloppant 1 exponentielle on obtient

a h

= +

Cette formule permet de calculer F (a) avec une approximation in

d^finie pour toute valeur de a. Mais des que a est un peu grand ce

calcul devient impraticable a cause des longueurs du calcul, et dans ce

cas on devra preYeVer souvent d autres formules, meme si elles ne

permettraient pas d obtenir F (a) avec une approximation inde&quot;finie.

On obtient un premier developpement de ce genre par I int6gration

par parties qui donne

(3)

(4) Rn== (i_fc)(2 *)...(n k)j

a

x k - n - l e*dx.

cn e*tant une constante independante de a.
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En effet les deux membres de 1 equation (3) ont meme derived par

rapport & a, par consequent ils seront gaux si Ton pent determiner

cn de maniere que liquation soit exacte pour une valeur particuliere

de a. Or si Ton prend a positif mais assez petit pour que

il est clair que 1 equation (3) determine une valeur unique de c n qui

sera superieure & cette valeur particuliere de a.

On a evidemment

[a (&amp;lt;*

I / ft W I fjOC /V /y -^ /* K W 1 fi d 1 _ //M _J ^ *
I I V ** ** &quot;~~

&quot; P*1 ft IT
J(j ts Cv JU \At

| \*w I J. /!// I AX v I* *V j

C H-1

d ou Ton voit, en posant a = cn + i, que les constantes positives

vont toujours en augmentant. On peut ajouter que cn crolt au

de toute limite. En effet dans le cas contraire on aurait cn &amp;lt;
b pour

toute valeur de n, b 6tant un nombre fini. II en r6sulterait d apres (3)

...

quel que soit n, ce qui est evidemment impossible.

2. II est clair que si Ton connaissait la serie des constantes

i

rien ne s opposerait k un usage Idgitime du deVeloppement (3). Sup-

posons que la valeur de a tombe entre c n -\ et c n ,
on aura

F(a)&amp;gt;T1+ T8+ ... + T-i l

F (a)&amp;lt; T x + T2 + . . . -f Tn .

Mais il reste ici la difficult^ qu il faudrait connaltre les constantes

cn C2? c;n au moms d une maniere assez approchee pour determiner

1 entier n.

Nous reviendrons tout-a-1 heure sur cette question, mais remarquons

d abord que lorsque a est grand les termes de la serie

Ti-fTa + Ts-r-...

vont en diminuant d abord pour croltre ensuite inde&quot;finiment.
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L indice du plus petit terme Tn se trouve egal a

(5) n=a + k+ 9, Og 0&amp;lt; 1,

S dtant determine par la condition que n doit etre entier. Dans le

cas &amp;lt;9
= 0, il y a deux termes cons6cutifs egaux, plus petits que tous

lesautres, n = -|- k est alors 1 indice du premier de ces deux termes.

En supposant a grand ,
on obtient facilement une valeur

approche&quot;e

de ce plus petit terme Tn ,
en effet

-k).. .(n 1 k)Tw = !

a&quot;-* ~r(l *) a&quot;-*~r(l

Or on a, g et e
de&quot;signant des quantitys qui tendent vers ze&amp;gt;o

1
avec

a

r(a + 0) = (a -f 0)
a + e~ a - ~- d

done

i

&quot;nnr

ou plus simplement

3. Examinons maintenant la determination des constantes r
l5 c2 ,

c3 ,
...

II esl evident d abord que c n est la seule racine positive de liquation
transcendante

.
,

-

mais le calcul de cn de cette maniere est toujours laborieux et devient

tout a- fait impraticable des que n est un peu grand, ce qui est juste-

ment le cas le plus important. En effet pour resoudre liquation (7) il

faudra calculer F (t) par la formule (2) et il est clair que ,
si Ton ne

trouve pas un autre moyen pour calculer CM ,
il vaudrait mieux renoncer

a 1 emploi du developpement (3) et s en tenir a la formule (2).

On peut mettre 1 equation (7) sous une autre forme qui permet de

voir plus clairement de quelle maniere c n depend de n et de k. D6-

veloppons les deux membres de (3) suivant les puissances de a, comme
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il n y a pas de terme sans a dans le premier membre il doit en etre

de meme dans le second membre. On en conclut d abord que c n est

une racine de liquation transcendante

ik n tk n-\-\ A w-(-2

et ensuite qu on a identiquement

(9)

_|_ (i
_

ty (2 k) . . . (n k) y (a).

II est clair que I dquation (8) n admet qu une seule racine positive

= cn car les termes ne pre&quot;sentent qu une seule variation de signe.

L equation (8) ne renfermant que le seul parametre k n, il est

naturel de considrer c n comme fonction de ce parametre, mais nous

preferons poser

(10) w = n + 1 k

(\]\ r v (m\
(
Li

)
c i X\m )

en sorte que t = % (in) est racine de

(12) v (0 = ^_ + g^- + i; a . (8 m)
+

1 . 2 . 8 . (4 w)
+ =

Le nombre n pouvant avoir les valeurs 1,2,3,. . et k 6tant com-

pris entre et 1
,
nous n avons qu a conside&quot;rer les valeurs de m qui

sont supe&quot;rieures a 1 sans etre entieres. On constate d abord que la

fonction % (m) est constamment decroissante
,
en effet on a

m

dt

Tm~
~
10g ^ v ~^~

(I mf
+

(2 mf + 1 . 2 . (3 mf + * *

o w o y . ..
i

et a cause de
v&amp;gt;

= 0. on voit que &amp;lt;-r- et -^ sont positifs tous les
o t oM

dt dx(m) . cdeux
,
done ,

= -2 neeatii.dm dm
II 87
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Mais d autre part nous avons vu que les constantes

CM, Cw + l, Cn +2, . . . c - a - d.

X(m), *(w-t- 1), z(ro + 2), ...

vont toujours en augmentant. L explication de cette contradiction

apparente se trouve dans ce fait que la fonction % (m) est discontinue

dans le voisinage des valeurs entieres de la variable. Une discussion

facile montre qu en designant par e une quantite positive et infiniment

petite ,
on a

X(n + e)
= + cc, n=l,2,3,...

2(w e)
= 0, n= 2,8, ...

La nature si compliquee de la fonction / (m) = c n qui vient de se

montrer ici
,
ne semble guere permettre d obtenir d une maniere simple

et commode une valeur suffisamment approchee de c n comme 1 exige-

rait 1 emploi du d6veloppement (3). II faut en conclure que ce dve-

loppement n a aucune valeur au point de vue du calcul numerique.

NOUVELLE EXPRESSION DE LA FONCTION F (a).

4. Nous aliens conside&amp;gt;er maintenant une fonction G (a) de&quot;finie de

la maniere suivante

L int^grale definie

f* x -k ta(\-x)

I
=- - dx1X

n a pas de sens a cause de la discontinuity pour #= 1, mais dans la

definition de G (a) figure la valeur principale de cette inte*grale d apres
la definition de Cauchy

/
( fi~ e rx= \im] -f /

l+e e= 0.
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D apres cette definition
,

il vient

G (a -f h) G (a) _ 1 / x~ k
e a

A
=

r(r-T)V \-x
-

~J

Dans le second membre on a pu omettre ici 1 indication v. p. car la

fonction sous la signe / reste finie pour x = l.

Mais on a

eh(l-x)_ i__ !=
(!_*).*&amp;lt; -*, 0&amp;lt;!&amp;lt;h

done

&(l _ drc

Ici | est une fonction inconnue de x mais qui reste toujours com
prise entre et h.

Par des raisonnements qui sont trop faciles pour qu il soit necessaire

de les deVelopper, on conclut de 1

h tendant vers z^ro
, soit par des valeurs positives ,

soit par des valeurs

negatives. Mais cela suppose essentiellement a
&amp;gt; 0, et comme on a

[ x- k
e
a^-^dx=r(\k}a k - l

e
u

o

on arrive a cette conclusion :

la fonction G(a) est continue tant que a est positif et elle admet

pour ces valeurs de a une derivee Gr (a) = a k ~ l
e
a

.

5. Mais il faut encore une recherche particuliere pour savoir si la

fonction Gr(a) est continue dans le voisinage de a = 0.

Pour cela, remarquons que

ou e est une
quantite&quot; positive que nous ferons tendre vers 0.
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Decomposons 1 int^grale en deux parties

f =/ +f .

o o i

oh l= e~ l croltra au dela de toute limite.

Ayant
f.(l-X) 1

= se (l
-

x)
&amp;lt;ee

E
, &amp;lt;

e
&amp;lt;

e

il est clair que

,1 e t(l x)

J
x ~

~r^

done

x) i ,i 11 k f k* 1 ^ F I If 1 C.I _ t .

x~ lt dx=
x ] 1 k I k

o

, p (\X) 1

lim / x~ k -dz=0.
J \x

Quant a la seconde integrate il est clair qu on aura a partir du mo
ment oil I est devenu supeVieur a 1 unite*

/OO

p c -I * / . 1 / 00
^-7

/&amp;gt; /00 xy /v

/y*
^^

/ /* - -

^&quot;&quot;*

/ | /y ^^ 1 \ rt ~1~ 1 Jf I J 1 \ rt
1 7 \Aj i. V*^7 -^

/
*^ \* -^ /

i I &quot;l

done

/-oo g(l x)
|

lim/ #-* = dx = Q.
J lx
i

On conclut

lim G (e)
= G (0).

La fonction G(a) est done continue meme pour a= 0, et nous pou-

vons ^crire

G (a)= G (0) H- f

a

x k - l e*dx.

o

La valeur de G (0) est facile a trouver

-&amp;gt;, /^\ 1 T
00 x~ k

.7
_ /MG 0)= T(i=k)

v -

P-/ F^ da:= -r(T*r
= - r (4) cos

(v. Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, pag. 145) et comme re&quot;sultat
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de cette analyse nous pouvons done ecrire cette nouvelle expression

de la fonction F (a)

(13) . . F (a)= r (k) cos kn -f
- - -

1
v. p. C^^

% ^ dx.

AUTRE DEVELOPPEMENT DE F (a).

6. La nouvelle expression de F (a) que nous venons d obtenir donne

facilement un nouveau ddveloppement en serie. En effet a 1 aide de

1 identit^

1 x n

i x~ i x

on obtient aussit6t le resultat suivant

-1-,

On voit, cc: d^veloppement se distingue de notre premier develop-

pement (3) seulement par le terme r(k) cos kn et un changement cor-

respondant du terme compl^mentaire. II est clair que

(16) ....... S4- r(k)coskji= R n ,

d ou il suit que

n=M=
da da

S n est done une fonction croissante de a, or il est clair que pour a

positif, tres petit S n est n^gatif. Par consequent S n s annule pour une

seule valeur positive de a que nous de*signerons par a n et alors

(17) . . . S = (l k)(2 k)...(n k) ^x k ~ n ~ l
e
x dx.

.

Les constantes

n o2t a3 , . . .
,
a w . .

que nous venons d introduire
,
vont continuellement en augmentant et
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finissent par de&quot;passer toute limite fixe
,
c est ce qu on voit exactement

de la meme maniere que dans le cas des constantes c
: , c2 ,

. . .
,
c n ,

. . .

Supposons que a tombe entre a n -i et a n ,
on aura

F (a) &amp;gt;
r (k) cos A * + TJ + T2 + . . . + Tn -i,

F(o) &amp;lt; r(k) cos** -f Tj + T
2 + . . . + Tw .

Mais tandis qu il n est pas possible d avoir aise&quot;ment une valeur ap-
prochee de c n ,

nous verrons dans la suite qu on obtient facilement une
valeur tres

approche&quot;e de a n a 1 aide du developpement

a _ m __ 2
i _8 1_ , 64 1

&quot;

3
&quot; &quot;

405 m ~*~ 5103 m2
&quot;

(m = n -f 1 k)

dont nous aurons a nous occuper dans la suite.

La comparaison des formules (9) et (16) donne encore cette expres
sion de S n

S M = (1 k) (2 k) . . . (n k) y&amp;gt; (a) r (k) cos k n.

En remarquant que

r (k) = (k 1) (k 2) . . . (k n) r (k n)

coskn =
( i)&quot;

cos (k n) n

il vient
,
en introduisant le nombre m = n -f 1 k

(18) . . S n = (i k)(2 *)...(n ft)rv(a)+r(l TO)coBTOwl.

7. On peut ici deja se rendre compte de 1 avantage qu il y a a sub-

stituer les constantes a n aux constantes c n .

En effet les formules (15), (18) montrent que o w s obtient comme
racine d une Equation transcendante qu on peut e&quot;crire

/ t /-\\ /-CO /y7n 1 0\
/ 1 Q\ tn (t\ \ F1

( 1 *M\ /

~r(m)
V P

J i -

tandis que c n= % (m) tait racine de

V (*)
= T- -

-f

I at (I S)

X

TO

Comme on le voit on peut consideVer aussi a n comme fonction de m
simplement et nous e*crirons a n = Xi (w).

Les discontinuitys de ^(m) avaient leur origine dans ce fait que y(0
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est une fonction discontinue de m. lei au contraire on constate direc-

tement que

y (t) 4- r (1 m) cos m n

conside&quot;re&quot;e comme fonction de m, ne presente aucune discontinuity,

c est meme une fonction holomorphe dans tout le plan, les disconti-

nuite&quot;s polaires de
y&amp;gt; (t)

et de F (1 m) cos m n se detruisant.

Pour mettre ce fait dans son vrai jour , posons pour simplifier t = 1
,

et ecrivons a au lieu de 1 m, la formule (19) donnera

(20) r(

1 rx

(21) .... Q (fl)
= _

-v.p./ =3-4.

II y a lieu de rapprocher ce re&quot;sultat du suivant qui est bien connu

et qu on doit a M. Prym

La formule (21) ne d6finit la fonction G(a) que tant que la partie

1 x
r6ellede a est inf6rieure a 1, mais a 1 aide de 1 identite

1 __ a;

=l+
1 _ a

.

on trouve aussit6t

(22) ...... G(a) = -

Cette relation permet de calculer G (a) lorsqu on connait G (a 1) et

Ton peut continuer ainsi la fonction G (a) dans tout le plan ,
c est une

fonction qui est holomorphe dans tout le plan, comme la fonction Q(a)

de M. Prym. Du reste ce re&quot;sultat etait evident priori , par le theoreme

de M. Mittag-Leffler.

8. Posons
00 /yfH= v. p. / dx
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1 equation L = de&quot;terminera la valeur de a n = xl (m). Or on trouve

dL dL
-r dm-] at = 0,dm dt

d L c , _ logx
dm / 1 x

On voit que -^~ est negatif , -ry positif done

_
.dm dm

La fonction ^ (m) est done constamment croissante
,
elle ne presente

aucune espece de discontinuity.

II nous reste a faire voir comment on peut evaluer avec une grande

approximation cette fonction Xi (w). Pour cela il est ne*cessaire d etablir

une expression asymptotique de S n .

EXPRESSION ASYMPTOTIQUE DE S n . CALCUL DE On .

9. Notre point de depart sera la formule (15) ou nous posons

n k= m 1 = /u et a= /i-j~ 7
/

en sorte que

S n= TT
JA

V ^( dv

V

OU

en d6signant par s une quantit^ positive et infiniment petite.
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D apres les rsultats obtenus p. 14, n XLIX on a imme&quot;diatement

cette expression asymptotique

i . /i i
2

. i i \ i
&quot;-

I
5

5 26
&quot; &quot; W3_.

1
W2 , J^ w

, ^U-L I
* 24 ^ ^ 288 ^ r

0048; w2 n

On en conclut que la valeur de
?y qui donne S M = 0, est susceptible

d un developpement

A+iiA+...
dont on determine les coefficients en substituant dans 1 expression

pre&quot;cedente et en egalant a zero les coefficients des diverses puissances

de -
. Nous avons pose* a = ju-}-r], la racine a n de Tequation S w =

f
l

est done egale a

405

184

25515

ou
,
en remplagant /u, par m 1

Or, m e&quot;tant un nombre tres grand on obtient le deVeloppement

cherche

_ (i__)_|_A_j_ &JL& i

wi wi2

ou

2 81 64 1
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(Article redige d apres un manuscrit
ine&quot;dit.)

Sur certaines inegalites dues a M. P. Tchebychef.

1. Dans le Journal de Liouville (2
e

Se&quot;rie, t. 19, 18&amp;gt;7)
dans un me -

moire ,,Sur les valeurs limites des
integrates&quot; M. Tchebychef a dnonce

sans demonstration la proposition suivante

c .
&amp;lt;p (z)

fi&amp;gt; f(x]
&quot;

w(z)
GSt Une ^es r̂act^ons convergentes de / -^ dx, que Ton

a

trouve en deVeloppant cette expression en fraction continue

et que

Zl,Z2,..., Zi, Zl + i, . . .
, Zn-ltZn,-.., Zm

soient les racines de 1 ^quation

vW= o,

rang^es suivant leur grandeur : toutes les fois que f(x) reste positive
entre les limites z = a, z = b, la valeur de 1 int^grale

surpasse la somme

, y(g&amp;lt; + 2)
, , &amp;lt;p(Zn-z)T &quot;* r

et reste au-dessous de celle-ci

?(**) | ^ + 1) ,

1

M. Markoff a public le premier une demonstration de ce the&quot;oreme dans
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le mmoire ,,Sur certaines m^galit^s de M. Tchebychef
&quot;

(Mathema-
tische An.ialen

,
t. 24. 1884).

Ayant retrouve de mon cote et ind6pendamment ce the\&amp;gt;reme, j en

ai donne aussi la demonstration dans un memoire ,,Quelques recherches

sur la theorie des quadratures dites m6caniques.&quot; (Annales de 1 Ecole

normale, 8e
Serie, t. 1. 1884). Cette demonstration ne differe pas de

celle donnee par M. Markoff, je me propose maintenant d en presenter

une autre.

2. Le principal fondement de la nouvelle demonstration est le lemme

suivant, qui certainement n est pas nouveau
,
mais dont les develop-

pements suivants montreront mieux toute Putilite\

Lemme. ,,Si la fonction F (x) satisfait aux m relations

alors la fonction F(o;), si elle n est pas constamment egale a z^ro dans

1 intervalle (a, 6), change de signe au moins m fois dans cet intervalle.&quot;

II est clair que F(#) change au moins une fois de signe dans 1 inter-

valle (a, 6). Supposons que le nombre total I de ces changements de

signe soit plus petit que m, done

l^l^m 1

il faut montrer que cela n est pas possible. En effet soient

x
\ i 3/2 &amp;gt; i %l

les valeurs de x pour lesquelles F (x) change de signe ,
et posons

f(x)= (x ajj) (x xz)...(x xi).

II est clair alors que
f(x)T(x)

conserve constamment le meme signe dans 1 intervalle (a, 6). Or f(x)

dtant un polyn6me du
degre&quot;

m 1 au plus, on devrait avoir d apres

les conditions impos^es a la fonction F (x)

ce qui est impossible. La supposition I
&amp;lt;
m est done inadmissible et

le lemme est dmontre\



588 SUR CERTAINES INEGALITES.

Ce lemme se trouve deja en germe dans une demonstration donn^e

par Legendre relative aux racines de 1 equation X M= 0.

On sait que
-l

1

done X n doit changer de signe au moins n fois dans Pintervalle

( 1 + !) Mais X n etant un polyn6me du degrd w, on en conclut

que les racines de X n = sont r^elles, in6gales et comprises entre

1 et -f 1.

Cette demonstration ne differe pas au fond de celle de Legendre ,

mais en la presentant de cette maniere
,
on met plus en evidence le

veritable nerf du raisonnement ]

).

Mais ce lemme, nous allons le voir, conduit encore de la maniere

la plus simple aux inegalites de M. Tchebychef, ou plut6t aux sui-

vantes

dz
VA^iJ V (Ek) JW

dont le th6oreme de M. Tchebychef est une consequence directe.

3. Pour simplifier l 6nonce de ces in^galites (A) nous introduisons

deux fonctions P (x) ,
G (x) de la maniere suivante.

Soit d abord

Ecrivons pour simplifier

) Soit

F(x) = c X + a Xt

1 ^xg +1
le developpement d une fonction quelconque suirant les polyndmes X, alors la difference

F (z)-(c X + ci Xi + . . . + c,,_i X,,_i)

change de signe au moins n fois dans 1 intervalle ( 1
, +1).
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et de&quot;finissons maintenant la fonction G (x) dans 1 intervalle (a, 6) de la

fagon suivante :

G(#)= de x= a jusqu a x = Xt,

G(x) = A
l

de x= x^ jusqu a x= X2 ,

G (x) = A! -f- A2 de x= xz jusqu x = x% ,

G(x) = A
t -f- A2 -f -h A OT _i de x = xm-i jusqu k x= xm ,

Gt(x) = A! -f A2 -}- . . . -|- A m de rc= o;m jusqu a a;= 6.

II est clair qu au lieu de (A) on peut ecrire plus simplement

(A ) ..... G(xk + e)&amp;gt;F(xk)&amp;gt;G(xk e) A=l,2,...,w

e 6tant une quantite positive et suffisamment petite

F (x) est une fonction croissante ou mieux non dcroissante car c est

ainsi qu on doit 1 entendre toujours dans la suite. De meme G (x) est

une fonction croissante mais ses accroissements se font par des sauts

brusques. Les valeurs extremes de F (x} ,
G (x) sont les memes

,
en

effet

F(a)= 0, F(6):

si 1 on pose

(1) a=/V/X)&amp;lt;**,

a

et

car on a comme Ton sait

(2) . . AiXi-\-A2 x%+ .. .-f- Am Xm= ak pour A= 0, 1, 2, ...,2m 1.

4. ConsideVons maintenant la fonction

F (x) G (x)

et portons notre attention sur les changements de signe qu elle peut

avoir dans 1 intervalle (a, 6).

Un changement de signe peut se produire soit pour une valeur de x
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pour laquelle G(x) est discontinue; soit a I interieur d un des m -f 1

intervalles

(a, x^ e),

(xl -f ,
a;2 e),

(z2 -f e
,
z3 e) ,

(Zw-i -f-f, z,n e),

(x m + , b).

II est clair que dans le premier cas, qui peut se presenter m fois au

plus, le signe de Fte) GT(OJ) se change de -f- en
,
car Qt(x) aug-

mente brusquement d une
quantite&quot; finie. (Nous supposons qu on fait

croltre x de a & 6).

Au contraire, dans le second cas Q(x) reste constant, tandis que
F (x) crolt toujours. Le signe se change done en -f ,

et dans chacun
des m -}- 1 intervalles un tel changement de signe ne peut avoir lieu

qu une fois au plus. Mais on constate que dans le premier intervalle

(a, x
1 e)

F (x) G (x) ^
et dans le dernier (xm + e. b)

F (x) G (x) ^ 0.

Ces deux intervalles ne fournissent done pas des changements de

signe ,
et le second cas peut se presenter au plus m 1 fois

Le nombre total des changements de signe dans 1 intervalle (a, 6) est

done 2m 1 au plus, et il est toujours impair car vers la fin de 1 in

tervalle (a, x
1 s) F(x) Q(x) est positif, et au commencement de

1 intervalle (x m + e, b) F(x) G(x) est negatif
Pour que le nombre des variations de signe soit gal a 2m 1 il est

nScessaire d apres ce qui precede qu il se produise un changement de

signe pour chacune des valeurs x
l ,
x2 ,

. . .
,
xmt c est dire qu on ait

e)

et cette condition est aussi surBsante
,
car entre deux changements de

signe de -f en il y a necessairement un changement de signe de

en --.
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5. Dans ce qui precede nous avons
suppose&quot; implicitement que la

fonction F(x) est continue, comme cela arrivera en general. Mais,

comme cas limite, on pourrait discuter le cas que F (x) aussi comme

Gi(#), pre&quot;sente
des sauts brusques. On se convaincra facilement que

les conclusions auxquelles nous sommes arrives relatives au nombre

des changements de signe de F (x) G (x) restent encore vraies dans

ce cas.

6. ConsideVons maintenant les integrates

(

a

Une integration par parties donnant

(x
k F (x) dx = r-r-^ x k + 1 F (x) T

- (x
k
f(x) dx

J AJ-j-l K -f- 1 J

il vient, en introduisant les quantite&quot;s a k dfinies par la formule (1)

(3) .... * T *
a

Ensuite d apres la definition meme de Gr (x)

_

ou bien

r
b h k + l

3-
k + l h k + l r k + l

/ r k CLlr\dr A l 4- A 2 J-AI
~

A-f i k+ 1
i-

et definitivement en ayant 6gard aux formules (2)

(4) . .
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Les equations (3) et (4) montrent que

G(xfldx= U. k = 0, 1,2, .... 20i 2

On en conclut que le nombre des changements de signe de F(x) G(x)

dans 1 intervalle (a, b) est au moins e*gal a 2m 1.

Mais nous venons de voir que ce nombre est 2m 1 ou plus; il est

done exactement egal a 2m 1, et de la on conclut les inegalite*s (A )

qui sont equivalentes aux inegalites (A).

7. Les quantitys A, et la fonction G(x) dependent encore du nom
bre entier m. Pour mettre en evidence cette dependance nous e*crirons

maintenant A et G m
(x) au lieu de A, et G(x).

D apres cela la signification de

A
t

w + 1 i=l
f 2,. ...m-f-l

et de

Gm + l

(x)

est claire. Quant aux quantite&quot;s qui doivent remplacer

*^l &amp;gt; *^2 !
*^w

en changeant m en m -f- 1
,
nous les d6signerons par

On sait alors que

(5) ..... a&amp;lt; x( &amp;lt;xi &amp;lt;xz&amp;lt;x-2. . . &amp;lt;xm &amp;lt;x m + i &amp;lt;
6.

Au lieu des Equations (4) nous aurons

Cx k m
(x)dx = a bk

^7&quot;^*

&quot;^ A = 0,l l
2

l
...2wi -2,

r^ Gm + i

(a.) da
,_ a 6 ~

aA:+1 k= 0, 1, 2, . . .
,
2m.

a

On en conclut que
Gm

(x)

doit presenter au moins 2m 1 changements de signe dans 1 intervalle

(a, 6) et ensuite, exactement de la meme maniere que tout a 1 heure

Gm (x k -f ) &amp;gt;
G m - l

(xh) &amp;gt;
Gm (xk e)
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ou bien

Ar + A2
m
-f . . . + A? &amp;gt; A? +

1 + Ar +
1

-f . . . + A? +
1

Ar + A2

m + . . . + Ar_!&amp;lt; A? +i
4. A^ +]

-i- . . . +Am
Ce sont les inegalites que j ai donne*es sans demonstration dans les

Annales de 1 Ecole normale (S
e
Se*rie, t. 2 pag. 184).

On remarquera sans peine que ,
dans ce raisonnement

,
il n est pas

necessaire de s appuyer sur les megaliths (5). Au contraire, le raisonne

ment fournit une nouvelle demonstration de ces inegalites.

8. Dans le me&quot;moire ,,Sur les valeurs limites des
integrates&quot;

M. Tchebychef a propose une question interessante relative a certains

maxima et minima.

Plus tard il a expose plus completement les rsultats qu il a obtenus
dans un m^moire public* en russe dans Pappendice au tome 51 des An
nales de I acad&nie des sciences de St.

Pe&quot;tersbourg (1885). On doit une
induction francaise de ce mdmoire a Mme Kowalevski. (Acta mathe-
matica t. 9. 1886).

De son c6te* M. Markoff s est occup6 de la meme question en la g6-
ne&amp;gt;alisant encore, a la suite de son travail sur les

ine&quot;galites de
M. Tchebychef. Son me&quot;moire ,,Sur quelques applications des frac

tions continues alg^briques&quot; (1884) a ete publid en russe.

Plus recemment M. Markoff a encore donn6 a sa solution plus de

ge&quot;ne&amp;gt;alite
dans les Acta mathematica t. 9 (1886). (Sur une question de

maximum et de minimum proposed par M. Tchebychef.)
Pour computer les renseignements bibliographiques sur cette ques

tion
,
nous devons citer encore :

le livre de M. C. Posse&quot; ,,Sur quelques applications des fractions con

tinues&quot;, St. Petersbourg 1886 (en francais) ,
ou 1 auteur areproduit,

quant aux traits principaux, la solution donn^e par M. Markoff dans
son premier memoire russe,

et enfin l ,,Extrait d une lettre adressee a M. Hermite par M. Mar
koff.&quot; (Annales de 1 Ecole normale 3e

Se&amp;gt;ie t. 3. 1886).

38



NOTES.

I.

M. E. F. van de Sande Bakhuyzen nous a signale que ce Memoire, dont les

resultats avaient etc obtenus des 1875, fut public en 1876, par le pere de Stieltjes

et a 1 insu de ce dernier (C).

II.

Pour un autre exemple, on peut consulter Tannery, Introduction a la theorie

des fonctions d une variable, p. 285. Dans son cours a la Faculte des Sciences de

f
t

Toulouse, Stieltjes traitait 1 exemple simple, consistant a determiner / xm dx,

a

en intercalant entre a et 6 des moyens formant constamment une progression

geometrique (C).

Note de 1 auteur.

Des formules (12) et (14) on deduit encore

~ * u u p ~ l

du

et

Lim v (x .p)p=o = x |.

III.

Pour plus de developpements voir N. VIII.

IV.

Ch. Hermite, Sur la formule d interpolation de Lagrange (J. Math. Berlin, 84,

1878, 70) (C).

Rapport sur ce memoire par M.M. Grinwis et Schols (Amsterdam, Versl. K.

Akad. Wet., Ser. 2, 17, 1882, 206).

Lettres 2, 3, 4, 5.

VI.

G. Frobenius, Ueber die Leibnitzsche Reihe (J. Math. Berlin, 89, 1880,

262264) (C).
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VIII.

Voir Bui. Sci. math., Paris, Ser. 2, 5, l
re

part. 1881, 157, 181 (C).

Les manuscrits de Stieltjes, contiennent une suite de calculs sur differentes

algorithmes, p. e.

a2 62

a2
-j-

a2
= a, U
___ j- i

2

Lettre 323.

X.

Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque 1

(J. Math. Paris, 4, 1839) (C).

Rapport sur ce memoire par M.M. Bierens de Haan et Grinwis (Amsterdam,
Versl. K. Akad. Wet., Ser. 2, 17, 1882, 331).

XI.

Pour plus de developpements voir N. LXIV.
La demonstration de Stieltjes a etc reproduite par Tisserand dans son Traite

de Mecanique Celeste t. I p. 448. Voir aussi Poincare, Lemons de Mecanique Ce
leste T. 2. l

re Partie p. 81.

Lettres 1, 6.

XII.

Lettres 6, 7, 9.

XV.

Extrait d une lettre adressee a M. E. F. van de Sande Bakhuyzen par Stieltjes.

(Traduction).

Paris 10 Dec. 1885.

Si je ne me trompe Jordan s Taschenbuch der praktischen Geometric est en votre

possession. C est pourquoi je vous prie de vouloir m informer si dans ce livre,

38*
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en traitant du probleme de Pothenot on a deja donne un critere pour la possi-

bilite de ce probleme. II parait que Gauss a remarque le premier que le probleme

n est pas toujours possible ;
mais quoiqu il en parle dans sa correspondance avec

Schumacher III p. 46 50, il ne donne point de critere. Dans son Handbuch

p der Vermessungskunde I

p 32 i 2 i &amp;lt;3me Ed. Jordan,

a. ff en traitant de cette ques-
p
* tion donne un critere bien

simple. Malheureusement

ce critere est inexact. Pour s en convaincre on n a qu a con-
ft1* F ^

siderer 1 exemple suivant. Soit P
l
P9 P3

un triangle equilateral,

;)
a = 1, = 170

;
dans ce cas 7 = 60 et a -f + y &amp;lt;

360

/
P et pourtant le probleme est impossible. En effet d apres la

,
valeur de a, P serait situe sur une circonference C de rayon

tres grand et d apres la valeur de
/?

sur une circonference C
1

.

Ces circonferences ne se couperont a 1 exception du point P
2 qu en un point P

qui ne convient pas, mais qui correspond avec la direction P Pg opposee a la

direction donnee P P
3 . Je n

r

ai pu trouver nullepart le critere exact
;
et s il n est

pas connu je voudrais bien le donner dans une communication a 1 Academic des

Sciences.

XVI.

Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres p. 51, 52, Remarque 1 (J.

Math., Paris, 4, 1839) (C).

Lettre 9.

XVII.

Voir une note de M. E. Cesaro. Sur un theoreme de M. Stieltjes (Paris, C.-R.

Acad. Sci., 96, 1883, 10291031).
Lettres 10, 11.

XVIII.

Cette note depassant la limite reglementaire de trois pages d impression a etc

divisee en deux parties, de sorte que cette note n est que la premiere partie et le

N. XIX la seconde partie de la note originale.

Lettre 19.

XIX.

Lettres 13, 14.

XX.
Lettres 1925.

XXI.

Lettres 1417, 27, 28.
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XXII.
Lettres 33, 3539.

XXIII.

Lettre 41.

XXIV.

A. Hurwitz, Sur la decomposition des nombres en cinq carres (Paris, C.-R.

Acad. Sci., 98, 1884, 504) (C).

Lettre 41.

XXV.

G. Oltramare, Sur la transformation des formes lineaires des nombres premiers

en formes quadratiques (Paris, C.-R. Acad. Sci., 87, 1878, 734) (C).

p. 339. Cette autre demonstration a ete donnee par 1 auteur Nu X p. 274 de

ce recueil.

XXVI.

Ici 1 auteur rencontre un theoreme d Algebre qu il a developpe dans le

N XXXVIII.
XXVII.

La note de M. Hurwitz se trouve aux C.-R. Acad. Sci. 98, 1884, 504 et 1 ar-

ticle de M. Liouville dans le J. Math. Paris, Ser. 2, 4, 1859.

Lettres 8, 42, 47.

XXVIII.

Voir E. Borel et J. Drach, Introduction a 1 etude de la theorie des nombres et

de 1 Algebre superieure, p. 85 et suivantes (C).

XXIX.

F. Lindemann, Ueber die Differentialgleichung der Functionen des elliptischen

Cylinders (Math. Ann., Leipzig, 22, 1883, 117) (C).

XXXI.

Tchebychef, Sur les valeurs limites des integrates (J. Math. Paris, Ser. 2, 19,

1874, 137) (C).

A. Markoff, Demonstration de certaines inegalites de M. Tchebychef (Math.

Ann., Leipzig, 24, 1884, 172) (C).

Voir plus loin la Note a Toccasion de la reclamation de M. Markoff (N

XXXVII) (C).

Lettres 4853.
XXXII.

Le lecteur pourra se reporter a la fin de la page 497 du Memoire : Recherches

sur les fractions continues (N LXXXI) (C).

Les inegalites (1) se deduisent des equations (4) du N&quot; XXXI p. 388 de ce

recueil.
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XXXIV.

Ce travail a un rapport intime avec les recherches de M. A. Markoff, Sur une

question de maximum et de minimum proposee par M. Tchebychef (Acta Math.,

Stockholm, 9, 1886, 57) (C).

On trouvera dans le Traite de Mecanique celeste de M. Tisserand
(t. II, p. 227

et suivantes) une demonstration due a M. Radau, de quelques-uns des resultats

de Stieltjes (C).

Rapport sur ce Memoire par M.M. Kamerlingh Onnes et D. J. Korteweg
(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., Ser. 3, 1, 188 i, 268271).

XXXVIII.

E. Netto, Ueber orthogonale Substitutionen (Acta Math., Stockholm, 9, 1887,

295 300). Zur Theorie der orthogonalen Determinanten (Acta Math., Stock

holm, 19, 1895, 105 114) (C).

H. Taber. On a Twofold Generalization of Stieltjes Theorem (London, Proc.

Math. Soc., 27, 1896, 613621).
Lettres 6163.

XXXIX.

F. Klein, Ueber Lame sche Functionen (Math. Ann. Leipzig, 18, 1881, 237).

Heine, Traite des fonctions spheriques 2e
edition, t. I, p. 472 et suivantes (C).

G. Polya. Sur un theoreme de Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci. 155, 1912, 767).
E. B. van Vleck. On the polynomials of Stieltjes (New York, Bui. Amer.

Math. Soc., Ser. 2, 4, 1898, 426438).
Lettres 6466, 347.

XL.

Les polynomes U &amp;gt;(

sont ceux que Hermite a rencontres en cherchant la derivee

_ x

wieme de ja fonct iOn e~ 2
(Paris, C.-R. Acad. Sci. 58, 1864, 93, 266).

Lettre 66.

XLI.
Lettre 67.

XLII.

G. Darboux, Sur la serie de Laplace (Paris C.-R. Acad. Sci., 68, 1869, 324) (C).

Note de 1 auteur.

Multipliez par y m (X), dififerentiez m fois par rapport a X, puis posez X =#.
II vient ainsi

m
(x, = A D (?

m
(x) -f m A 1

D - 1

&amp;lt;p

m - l
(x) -f-
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Multipliez par m&amp;lt;p

m ~ l

(X) &amp;lt;p (X), differentiez wj 1 fois par rapport a X, puis

posez X = x, il vient

-f- A, m (m 1) (HI 2) D ~ 3
y

~ 3
&amp;lt;p -f . . . -f. A m _ l m (m 1) . . . 2 . 1

&amp;lt;?

ou

)

D
.i

n ~ 1 m ?;W
-1

(x) &amp;lt;p (x)f(x) = A
(l
D 7 ,

Wi
-f- m AjD- 1

&amp;lt;p

m ~ l

-f

1 + W(/M l)A,D -Vw ~ 2
-f .. -f m(w l)...2A n,_ 1D, 9 &amp;gt;.

En retranchant les deux equations (1) et (2) on obtient

1 . 2 . 3 . . . m A m = D f(x) ym (x) D&quot; 1 my ~~*
(x) 7/ (x) f(x)

ou

1 . 2 . 3 . . . m A m = D- 1
/&quot; (x) &amp;lt;p

m
(x&amp;gt;.

XLI1I.

Au sujet de 1 origine de cette integrate, on pourra lire par exemple, dans le

Bulletin astronomique (t. II, p. 573 et suivantes), 1 analyse, faite par M. Radau,
d un Memoire de M. Schols. (C).

XLIV.

Ch. Hermite. Note au sujet de la communication de M. Stieltjes ,,Sur une fonc-

tion uniforme&quot;. (Paris, C.-R., Acad. Sci. 101, 1885, 112115) (C).
*

ft \

Dans son raisonnement sur la convergence de la serie 1 : (s)= ^
pour s

&amp;gt; | Stieltjes admet sans demonstration, d apres la lettre 79, que
ff(n) _f(D+f(2)+ .

.4-/&quot;(n)

!/ .. reste comprise entre deux hmites fixes. On
y n V n
trouve dans les papiers laisses par Stieltjes un table de g (n) pour les valeurs 1

jusqu a 1200, 2000 jusqu a 2100 et 6000 jusqu a 6100. Apparemment 1 hypothese
de Stieltjes s est fondee sur 1 examen de cette table.

Voir aussi R. Daublebsky von Sterneck Empirische Untersuchung iiber den

Verlauf der zahlentheoretischen Function o (n) (Wien Sitz. Ber. Ak. Wiss. 106

& 110).

XLV.

E. Cahen. Sur un theoreme de M. Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci., 116, 1893,

490).

Pour le theoreme II on peut consulter le N LIV.

Le resultat cite de Dirichlet contient un signe fautif
;
en effet

/
r

(l)-f/
r

(2)-f- . . . -\-f(ri) nlogn (2C l)n

KM
reste comprise entre deux Hmites finies (Dirichlet, Abh. Berl. Ak. 1849, 73).
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XLVI.

Pour plus de developpements on peut consulter la lettre 86 ou la premiere

formule (y
1

) de III est demontree au moyen des proprietes fondamentales de la

fonction S et des somines de Gauss.

Voir aussi Appendice, lettre 3.

XLVII.

La communication de Septembre 1885 est reproduite dans le N XLVI de la

presente edition.

Lettre 84, ou Ton voit comment 1 auteur obtient les formules (C) et (D).

Lettres 85, 86.

Voir aussi Appendice, lettre 3.

XLVIII.

Lettres 93, 94.

XLIX.
These de doctorat.

Lettres 8890, 92.

L.

La these de doctorat, citee par 1 auteur p. 64 est le Nu XLIX de ce recueil.

LI.

Lettre 99.

LII.

H. Bruns, Zur Theorie der Kugelfunctionen (J. Math., Berlin, 90, 1881, 322) (C).

A. Markoff, Sur les racines de certaines equations (Math. Ann., Leipzig, 27,

1886, 177) (C).

Lettres 104, 106.

LIII.

Lettres 101, 102.

LIV.

D apres 1 Encyclopadie der mathematischen Wissenschaften I. 1. p. 96 ce

theoreme a ete demontre anterieurement par F. Mertens (J. Math., Berlin, 79,

1875, 182) et par W. V. Jensen (Nouv. Corr. math., 1879, 430).

LVI.

Voir N XLVIII de ce recueil.

LVII.

H. A. Schwarz, Verallgemeinerung eines analytischen Fundamentalsatzes

(Ann. mat., Milano, Ser. 2, 10, 1881, 129) (C).
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LIX.

La proposition de cette note se relie a des recherches precedentes (N XVIII,

XIX, XXXI) (C).

LX.

Richelot, Einige Bemerkungen zum Eulerschen Additionstheorem der ellip-

tischen Integrate (J. Math
, Berlin, 44, 1852, 277) (C).

Voir N LXI, LXII, LXIII de ce recueil.

Lettre 130.

LXIII.

Ch. Hermite, Sur la theorie des fonctions homogenes a deux indeterminees

(J. Math., Berlin, 52, 1856, 138) (C).

Lettres 120125.

LXIV.

Lettres 133, 171.

Lettres 177, 184.

Lettres 222, 223.

Lettres 180, 194, 196198.

Lettres 185, 187.

Lettres 200.

Note de 1 auteur.

LXV.

LXVI.

LXVII.

LXVIII.

LXIX.

LXX.

2n
oO= ti_lr*

/ \2n-i lo [

l
_-f-^z

e -2;i(u-a)
du

sin(27r6) sin (4 w 6) sin(6^6)~
&quot;&quot;

&quot;&quot;2wTT~ &quot;^Tr&quot;
r---

)l-cos(2n6) -1-^ &quot;~
1 - cos(6.i&)

82 n + 2
&quot;

Dans les manuscrits de Stieltjes se trouve encore une autre application des
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formules (40) et (41). En posant f(z)=( - dt et f(z) = f
-
dt, il ob-

o *o

tient respectivement

que Ton rencontre dans la lettre 157.

On trouve dans ce memoire 1 origine de quelques fractions continues inserees

dans le memoire LXXXI.

LXXI.

Ch. Hermite, Sur la fonction exponentielle (Paris, C.-R. Acad. Sci. 77, 1873,

18, 74, 226, 285) (C).

Lettre 238.

LXXII.

Pour plus de developpements on peut consulter N LXXIII.

Lettres 55, 56, 250, 251, 254, 255.

LXXIII.

G. Darboux, Memoire sur 1 approximation des fonctions de tres grands nornbres

et sur une classe etendue de developpements en serie (J. Math., Paris, Ser. 3, 4,

1878, 5) (C).

Lettres 257262.
LXXIV.

Ch. Hermite, Sur les racines de la fonction spherique de seconde espece (Ann.

Fac. Sci., Toulouse, 4, 1890, I, 1) (C).

Lettres 272274.

LXXV.

f-f&amp;gt;

Ch. Meray, Valeur de 1 integrale defini / e~ x dx deduite de la formule de

o

Wallis (Bui. Sci. Math., Paris, Ser. 2, 12, 1888, Ire Part. 174) (C).

LXXVI.

Ce memoire a etc edite a part sous le titre : Essai sur la Theorie des Nombres
;

premiers elements
;
sur la divisibilite des nombres. Des congruences. Equations

lineaires indeterminees. Systemes de congruences lineaires (Paris, Gauthier

Villars et fils, 1895).

M. J. Perott a donne une analyse du premier chapitre (Bui. Amer. Math. Soc.,

1, 1895, 217232).
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LXXVIII.

Ch. Hermite, Cours de la Faculte des Sciences de Paris, p. 116, 4k)me edition,

1891 (C).

Voir Nu LXXXI p. 556.

Lettre 297.

LXXIX.

Pour plus de developpements voir N&quot; LXXXI.

LXXX.
Cette note est un extrait du memoire N LXXXI par 1 auteur.

LXXXI.

Rapport sur ce memoire par M. H. Poincare (Paris, C.-R. Acad. Sci. 119,

1894, 630632).
Ce memoire a etc insere dans le Recueil des Savants etrangers T. 82 N 2.

H. Lebesgue, Sur integrate de Stieltjes et sur les operations fonctionnelles

lineaires (Paris, C.-R. Acad. Sci. 150, 1910, 8688).
H. Pade, Sur la fraction continue de Stieltjes (Paris, C.-R. Acad. Sci. 132,

1901, 911912).
A. Adamow, Beweis eines Satzes von Stieltjes (Kazam, Izv. fiz.-mat. Obic, Ser.

2. 11, N 1, 1901, ] 12).

Lettres 172, 173, 178, 194, 196198, 325, 329, 349, 351353, 385, 387389,
396, 399, 400, 422, 426.

LXXXII.
Lettres 130, 221.

LXXXIII.
Lettre 286.

LXXXIV.

Voir le N XXXVII de ce recueil.



ERRATA.

T.I p. 319 Lisez f(2. 1) +f(2 . 5) + . . . + f(2 . n)

au lieu de f(2 . 1) + f(2 . 5) -f . . . -f (2 . n)

2 2
p. 395 Lisez 1 = - - au lieu de 12 =

1.3 1.3
2.2 3.3

p
3 . 5 5. 7

p. 4o i J-isez
| j~ . . .

et

_\ - L
f----H I

*

h -!-

au lieu de

aO I ^1 L ,_^P =

et

y
/;

\ l ill

39479
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